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ПРЕДИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ПЕРЕВОДУ 


Как известно, современная теория связи основана на системе CHHy- 
соидальных и косинусоидальных функций. Объясняется это рядом 
причин. Одной из них является простота получения гармонических 
колебаний. Другой не менее важной причиной является TO, что 
гармонические сигналы проходят без искажений . через линейные 
инвариантные во времени системы. Синусоидальные функции вы- 
ражаются через комплексные экспоненциальные функции, что по- 
зволило использовать операторный метод при изучении вопросов 
прохождения сигналов через различные устройства. 

Однако теория связи может быть построена и на основе дру- 
гих систем функций. В частности, в последнее время большое BHH- 
мание уделяется системе функций Уолша. Эта система является 
полной ортогональной системой функций. Ее можно использовать 
для разложения сигналов, введя понятия ряда Уолша — Фурье я 
преобразования Уолша — Фурье, аналогичные обычному ряду 
Фурье и преобразованию Фурье. На основе системы функций Уол- 
ша можно построить теорию фильтров, для реализации которых 
нет необходимости использовать индуктивности, что является 
очень важным их преимуществом перед обычными частотными 
фильтрами. В настоящее время в ряде стран построены и успешно . 
работают многоканальные системы на основе функций Уолша. 

Изложению вопросов, связанных C применением функций Уол- 
ша в технике связи, и посвящена книга X. Ф. Хармута «Передача 
информации ортогональными функциями». 

Книга представляет большой интерес для научных работников, 
аспирантов и инженеров, по роду своей деятельности связанных с 
проектированием и построением систем связи. 


Н. Г. Дядюнов, 
A. И. Сенин 


j ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 


Свойство ортогональности функций использовалось в технике 
связи с момента ее зарождения. Оно широко использовалось Ко- 
тельниковым в его теоретической работе, написанной в 1947 г. 
Десятью годами позже в этой области независимо работали уже 
многие исследователи. Однако до появления интегральных схем из 
полученных теоретических результатов вряд ли можно было полу- 
чить какой-либо практический выход. 

Теория связи, основанная на ортогональных функциях, могла 
бы быть разработана еще много лет назад. Однако в то время из 
систем ортогональных функций были известны только  CHHyCOH- 
дальные функции и прямоугольные импульсы и это делало слож- 
ным описание известных результатов. Благодаря развитию полу- 
проводниковой технологии появились новые примеры систем орто- 
гональных функций: малоизвестные функции Уолша. В этой кни- 
ге основное внимание уделено функциям Уолша, так как синусои- 
дальным функциям, прямоугольным импульсам и импульсам, NO- 
строенным из них, посвящена обширная литература. 

Существует две причины, по которым в системах связи в дан- 
ное время применяется столь ограниченное число систем ортого- 
нальных функций. Во-первых, кроме свойства ортогональности, 
эти системы должны обладать еще целым рядом свойств, такими, 
как полнота или «хорошие» теоремы сдвига и умножения. Второй 
причиной является то, что сигналы, описываемые функциями, дол- 
жны легко генерироваться. Важность этого второго требования 
легко оценить, если представить себе задачу получения миллиона 
или более таких сигналов в одной системе. 

До 1960 г. именно свойство ортогональности привлекало вни- 
мание исследователей при изучении проблем передачи цифровых 
сообщений в присутствии шума. Но раньше или позже должен 
был возникнуть вопрос, чем, в принципе, отличаются системы си- 
нусоидальных функций от других ортогональных систем. Этот во- 
прос привел к обобщению понятия частоты и таких понятий, свя- 
занных с ним, как частотный спектр мощности, амплитудно- и фа- 
зо-частотные характеристики. Функции Уолша позволили NO- 
строить. практически реализуемые фильтры и устройства уплотне- 
ния каналов, основанные на этом обобщенном понятии частоты. 

Любая инженерная теория должна внести не только новые ас- 
пекты в понимание какого-либо вопроса, но и позволять созда- 
вать новое, экономически выгодное оборудование. Было разрабо- 
тано большое число приборов, использующих системы ортогональ- 
ных. функций, но вопросы их экономической эффективности ос- 
таются до сих пор нерешенными. 

X. Ф. Хармут 


ВВЕДЕНИЕ 


В системах связи широкое применение имеют синусоидальные 
и косинусоидальные функции. 

Имеется много причин для этого. Одна из них заключается в 
том, что на заре развития связи было трудно генерировать сигна- 
лы, описываемые другими функциями. Электронные лампы и 
транзисторы сделали возможным получать такие элементарные 
несинусоидальные колебания, как последовательности импульсов 
и линейно изменяющиеся напряжения. Однако до появления ин- 
тегральных схем производить такие сигналы было неэкономично. 
Другим фактором предпочтительного использования синусоидаль- 
ных сигналов было то, что линейные инвариантные во времени 
цепи только ослабляют и задерживают их, не изменяя формы. 
Поэтому система синусоидальных и косинусоидальных функций 
имела большие преимущества перед другими полными системами 
ортогональных функций до тех пор, пока сопротивления, емкости 
и индуктивности были основными элементами электрических це- 
пей. Теория линейных инвариантных во времени цепей демонстри- 
рует преимущества синусоидальных функций. Успехи полупровод- 
никовой электроники коренным образом изменили такое представ- 
ление. Нет особых причин, почему цифровые фильтры, например, 
фильтры, анализирующие тонкую структуру сигналов РЛС, долж- 
ны выполняться на основе синусоидальных и косинусоидальных 
функций. Оказывается, что цифровые фильтры, основанные на так 
называемых функциях Уолша, являются более простыми и надеж- 
НЫМИ. | 

Для распространения электромагнитных волн в свободном про- 
странстве или по проводникам синусоидальность функций также 
не является необходимым условием. Решение волнового уравне- 
ния Даламбера и общее решение телеграфного уравнения показы- 
вают, что большой класс сигналов может передаваться без иска- 
жений или восстанавливаться. Аналогично диполь Герца может 
излучать несинусоидальные колебания. Преобладание синусои- 
дальных колебаний в радиосвязи может быть частично объяснено 
инвариантностью их ортогональности в условиях изменяющихся 
временных задержек. В то же время существовавшие ранее кабели 
и открытые проводные линии применялись для передачи информа- 
ции без использования синусоидальных колебаний. Такими линия- 
ми были телеграфные линии ХІХ столетия, которые использовали 
в качестве усилителя электромеханическое реле. 

Одной из наиболее важных особенностей синусоидальных и KO- 
синусоидальных колебаний является то, что почти все сигналы, 
используемые в связи, могут быть представлены совокупностью 
синусоидальных и косинусоидальных колебаний, для чего исполь- 
зуется аппарат анализа Фурье. Результатом этого является пере- 
ход от временных к частотным функциям. Однако представление 
временной функции синусоидальными и косинусоидальными функ- 
циями является только одним из многих возможных представле- 
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ний. Любая полная система ортогональных функций может быть 
применена для разложения в ряды, которые соответствуют рядам 
Фурье. Например, в связи часто используется разложение в ряды 
по функциям Бесселя. Для многих систем функций имеется также 
преобразование, подобное преобразованию Фурье. 

В этой книге для представления сигналов и характеристик 
линий и цепей вместо частной системы синусоидальных и косину- 
соидальных функций будет использована обобщенная полная си- 
стема ортогональных функций. Последовательная теория должна 
включать применение ортогональных функций в качестве перенос- 
чика информации, так как  синусоидальные и косинусоидальные 
функции используются не только для теоретического анализа, но 
также в качестве переносчиков в многоканальных системах и ра- 
диосистемах. Здесь будет показано, что для них существуют ме- 
тоды модуляции, которые соответствуют амплитудной, частотной и 
фазовой модуляции. Кроме того, можно построить достаточно эф- 
фективные антенны для излучения несинусоидальных колебаний. 

Переход от системы синусоидально-косинусоидальных функ- 
ций к обобщенной системе ортогональных функций приводит как 
к упрощению, так и к усложнению математической теории связи. 
Можно, например, избежать той трудности, что любой сигнал 
занимает бесконечную часть частотно-временной плоскости путем 
замены последней функционально-временной плоскостью. Любой 
ограниченный во времени сигнал, состоящий из ограниченного 
числа ортогональных функций, занимает конечную часть этой 
функционально-временной плоскости. 

Обобщение понятия частоты, которое дало много теоретичес- 
ких результатов для теории связи, основано на ортогональных 
функциях. Частота является параметром синусоидальных и коси- 
нусоидальных функций и определяется как число периодов за еди- 
ницу времени. В ряде работ [1—3] показано, что частоту можно 
интерпретировать как половину числа пересечений нулевого уровня 
за единицу времени. Например, синусоидальная функция со 100 
периодами в секунду имеет 200 пересечений нулевого уровня или 
изменений знака за секунду. Пересечения нулевого уровня можно 
определить и для непериодических функций. В этом случае полез- 
но ввести более общее понятие — «половина среднего числа пере- 
сечений нулевого уровня за единицу времени». Для этого обобще- 
ния частоты вводится новый термин «частость». Таким образом, 
частость и частота идентичны ‘для синусоидальных и KOCHHyCOH- 
дальных функций. Термин частость позволяет заменить такие важ- 
ные понятия, как спектральная плотность мощности и амплитудно- 
частотная характеристика, на частостный спектр мощности иамп- 
плитудно-частостную характеристику. 

Понятия периода колебаний Т=1/}Ё и длины волны А=0/} CBA- 
заны с частотой. Замена частоты ј частостью ф приводит к сле- 
дующим более общим. определениям: средний период колебаний 
Т==1/ф (среднее расстояние между нулевыми пересечениями во 
времени, умноженное Ha 2); средняя длина волны A= ujo (среднее 
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расстояние в пространстве между двумя нулями, умноженное на 
2, где о — скорость распространения нулевых пересечений). 

Проверкой любой инженерной теории связи является ее прак- 
тическое применение. Известно несколько таких применений, и все 
они тесно связаны с полупроводниковой техникой. Появившаяся 
мало известная система функций Уолша будет такой же идеаль- 
ной для линейных неинвариантных во времени схем, построенных 
на основе бинарных цифровых элементах, как и системы сину- 
соидальных и косинусоидальных функций для линейных инвари- 
антных во времени цепей, выполненных на резисторах, конденса- 
торах и катушках индуктивностей. На базе функций Уолша уже 
созданы очень простые частостные фильтры. Кроме того, разрабо- 
тана экспериментальная частостная многоканальная система, ис- 
пользующая функции Уолша в качестве переносчиков, причем она 
имеет преимущество перед многоканальными системами с частот- 
ным и временным разделением в определенных приложениях. 
Цифровые фильтры и цифровые устройства уплотнения являются 
наиболее предпочтительными для применений в будущем. По- 
строенные на основе функций Уолша, они более просты и надеж- 
ны, чем фильтры, построенные на основе синусоидальных и коси- 
нусоидальных функций. Однако для их практического применения 
требуется значительный прогресс в разработке интегральных схем. 

Применение несинусоидальных электромагнитных волн нахо- 
дится пока на этапе теоретических исследований. Только совсем 
недавно были разработаны излучающие антенны, которые могут 
найти практическое применение для излучения сигналов, описы- 
ваемых функциями Уолша. Большинство проблем, связанных с 
волнами Уолша, в настоящее время могут быть разрешимы толь- 
ко в терминах геометрической оптики, так как волновая оптика 
применима только к синусоидальным волнам. С другой стороны, 
нет оснований сомневаться, что несинусоидальные электромагнит- 
ные волны являются областью фундаментальных исследований. 
Генерация несинусоидальных радиоволн предполагает, что такие 
волны могут быть получены в диапазоне света, а это приводит в 
конечном счете к вопросу, почему белый свет должен расклады- 
ваться на синусоидальные колебания. 

Функции Уолша, которым в этой книге придается большое 
значение, в настоящее время являются наиболее важным приме- 
ром несинусоидальных функций в связи. Эти функции почти неиз- 
вестны инженерам-связистам, хотя они использовались более 
60 лет назад для размещения проводников в открытых проводных 
линиях. До конца XIX столетия для этих целей также использова- 
лись функции Радемахера [4], которые являются подсистемой 
функций Уолша. Полная система функций Уолша была найдена в 
1900 г. Барреттом t). В 1923 r., когда эта система функций была 
описана математически Уолшем [9], размещения проводников в со- 
ответствии со схемой Баретта уже вошли в обычную практику [6, 7]. 


1) Барретт упоминался Фовлом [5] в 1905 г. как изобретатель способа pas- 
мещения проводников согласно функциям Уолша (см., в частности, с. 675 [5]). 


1. 
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 
ПЕРЕДАЧИ СИГНАЛОВ 


1.1. 
ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 


1.1.1. Ортогональность и линейная независимость 


Система (f(j х)} действительных и ненулевых функций [ (0, x). 
(1, х)... называется ортогональной на интервале хо<х%< х1, если 
выполняются следующие условия: 


fi, x)f (R, x) dx = Ху ду, (Eb) 


Хо 


ATO gue 


Функции называются ортогональными и нормированными, если 
константа X; равна 1. Оба термина обычно объединяют в один 
термин «ортонормальный» или «ортонормированный». 

Ненормированную систему ортогональных функций можно 
всегда пронормировать. Например, если константа Х; не равна 1, 
то система {X4 (j, х)} является нормированной. Системы орто- 
гональных функций являются частными случаями систем линейно 
независимых функций. Система {/(ј, x)) из т функций называет- 
ся линейно зависимой, если уравнение 

/m—1 
УФК 2) =0 (1.2) 


j—0 


удовлетворяется для всех значений x при условии, что не все 
коэффициенты c(j) равны нулю. Функции называются линейно He- 
зависимыми, если (1.2) не выполняется. Функции ортогональной 
системы всегда являются линейно независимыми, так как умноже- 
ние (1.2) на f(j, x) и интегрирование произведений Ha интервале 
Xosc xxx, дают с(ј) =0 для всех Г. 

Система {9(ј, x)) из т линейно независимых функций всегда 
может быть преобразована в систему {ў (j, x)) из т ортогональных 
функций. Можно записать следующие уравнения: 


[(0, x) = coq (0, x); 
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PG x) = cq (0, х) + с119 (1, xy | (1.3) 
f (2, x) = caq (0, х) + cag (1, х) + 9 (2, x) 
ИЕ Д 


Подстановка /(ј, х) в (1.1) дает необходимое количество урав- 
нений для определения коэффициентов Сра: 


(Ро Е. fra. ХОА fro, Xy x)dx = 0; 


x à E (1.4) 
(Ро, х) ах = Xj; | КО, x) f (2, х)ах=0; СР, х)р(2, хах=0 
ИТ: X. 

Коэффициенты Xo Хі... явля- — —— ———— wat, (0,9)c. 


ются произвольными. Для норми- 


рованных систем они равны 1. ————— {2 sin 270 

На рис. 1.1—1.3 приведень | 

p DES usu Cg Y? cas 27,0 

примеры ортогональных функ- 
ций. Независимой переменной яв- m: AN 2 sin 41:0 
ляется нормированное время 0— | 
= Т. Функции, изображенные на а ү? 05470 
рис. 1.1 и называемые в дальней- i 
шем синусоидальными и KOCHHy- AAA У? $51679 
соидальными элементами, орто- | 
нормированы на интервале Их V? 6056 0 

1 

2 Ü- 1/2 


1 НЬ. 2 зе ГЕ 
= ced; rat A Их можно разде- уу 


лить на четные функции [с (і, Ө), Ув | 

нечетные функции fs(i, 9) и посто- рис. 1.1. Ортогональные синусоидаль- 

янную wal (0, Ө): ные и косинусоидальные элементы 
FG, 9) = f. 9 = Y 2 cos 2110; | 


= 1% = У зіл 2710, ——— «8« =; 
= wa O Oy 
—He определена 0 «— 1/2, 0 > + 1/2. 


Термин «элемент» используется для TOTO, чтобы подчеркнуть, 
что функция определена только на конечном интервале и не OI- 
ределена вне его. Термин «импульс» используется для того, чтобы 
подчеркнуть, что функция тождественно равна Ü вне конечного 
интервала. Продолжение синусоидальных и косинусоидальных 
элементов, изображенных на рис. 1.1, вне интервала —]1/2zcz0 xz 
«1/2 функцией /(ј, 0) =0 дает синусоидальные и косинусоидаль- 
ные импульсы; с другой стороны, их периодическое продолжение 
дает периодические синусоидальные и косинусоидальные функции. 

Легко видеть, что для синусоидальных и косинусоидальных 
элементов условие ортогональности (1.1) удовлетворяется: 
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| 
| 


1/2 : 1/2 is 
1 V 2sin2ni0d0 = | 1 2 cos 22i 0d 0= 0; 


—1/9 Ро 


ЕЕ = ры = 
V 2іп 2710 VÈ sin2n£040— | V2 cos 2x i0 2 cos 2x kO 8 —0;,; 


—{/2 —1/2 
1/2 bu 

| V 2sin2xi 0 2 cos 2. k0d 0 = 0; 
—]1/2 

1/2 

| 1:190 1. 


—1/2 


Ha рис. 1.2 изображена ортонормированная система элементов 
Уолша, состоящая из постоянной  wal(0, 0), четных функций 
cal(i, 0) и нечетных функций sal (i, 0). Эти функции принимают 


ИОВ) ume oe 10000 


ute )LL———————T — ————— 4 0001 
cat (1,8) —————F— — — a? 00 
U a a o 
[29g 20 
ЗЕЕ e 
HUGE Еа a a Е E, 
sat (4,0) РЕ AE у unn 
cat (4,0) = s 10 
0150 T Ets nt y м 
cat(50) F t es LFB-—Il 0 10 
sat (6 9ЕЕ-Е-АЕРЕ-РЕЕА S ои 
cat 609 Pet R AAAA 9 noo 
sat 9 EEF EMRA AEAF S s 
ute JT ÁudÉBLÉEET nm 
50160 РЕРЕРЕРЕРЕРЕРЕ-РЕ ғ м 

Ер uc b eue debe 

-7/2 Ü 7L 

0-1 —= 
T 


Рис. 1.2. Ортогональные элементы Уолша 


значения либо + 1, либо —1. Рассмотрим произведение первых двух 
функций. Оно равно —1 на интервале —1/2<0<0 и +1 на HH- 
тервале 0<0< +1/2. Интеграл от этих произведений имеет сле- 
дующее значение: 


( (Е рс naos f (+ ИС 40 = — 1/2 + 1/2 = 0 
—1/2 
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ut - —_ № -—— ея -— 
EIL А ТАНЕ. ДЫР. р та: e 


Произведение второго и третьего элементов равно +! на интер- 
валах —1/2=<0<—1/4 и 0=<0< - 1/4 и —1 на интервалах —1/4— 
«0-0 и +1/4<0< +1/2. Интеграл от этих произведений снова 
равен нулю: 


—1/4 0 1/4 - 
ГОС 046+ { (00—146 | СОС 040+ 
—1/2 —1/4 0 
172 


/ 
dE | (+1) (— 1)d 0 = 0. 
1/4 
Можно легко проверить, что интеграл от произведения любых 
двух других функций равен 0. Функция, умноженная сама на се- 
бя, дает произведения (+1) (+1) или (—1) (—1), равные l на 
всем интервале —1/2—<9=— +112. 
Следовательно, интеграл от квад- H00- 0) ` 
рата любой функции равен 1. Ta- +10) —— A +i) 


ким образом, функции Уолша AB- Ги) 


ляются ортонормированными. T 

Ha рис. 1.3 показан частный #99) | (59) 
случай системы ортогональных ra 0—1 (47) 
функций. Очевидно, что произве- 


дение любых двух функций рав- r0 -HA і 


но нулю и интегралы от произве- 


дений тоже должны быть равны ноо 

нулю. Для нормировки амплиту- ТЕНЕ T on 

ды функций должны быть рав- E Ü 1 

НЫ V5. Рис. 1.3. Ортогональные прямоуголь- 
Примером линейно независи- ные импульсы f(j, 0) и Кр v) 


мой, но не ортогональной системы 


функций может служить система полиномов Бернулли В; (х) 
[4, 5]: | 


В = В) =х— 3-5 В = 0 i 


REO NEC ze AS OV Re 
By zs Iz ved. B,(x) = x* — 2x34 х m 


m 
Здесь B;(x) — полином степени j. Условие È с(ј) В;(х) =0 может 
j—0 


удовлетворяться для всех значений x, только если c(m) x" — 0. 
Это требует, чтобы с(т)=0. Тогда c(m—1l)Bm(x) являет- 


ся старшим членом в сумме и к нему могут быть применены TE 


же рассуждения. Это доказывает линейную независимость поли- 
номов Бернулли. 

Из графиков на рис. 1.4 видно, что полиномы Бернулли неор- 
тогональны. Для ортогонализации на интервале —1=<х=—< +1 их 
необходимо подставить в (1.3) вместо q(j, x): 


P (x)= By(x) = 1; Р, (х) = с Вь (Хх) + сл1Ва(Х) и т. д. 
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— uL MARTE 


Используя коэффициенты — X;—2/(2j--1), с учетом (1.4) Ha- 
ходим: 


1 | 
| 1dx = X, = 2; |а аа (x— 5) = =. 


Рис. 1.4. Полиномы Бернулли Рис. 1.5. Полиномы Ле- 
жандра 


Отсюда сразу получаем коэффициенты Cio= 1/2, сі. = 1 ит. д. Орто- 
гональные полиномы P;(x) принимают следующую форму записи: 
P(x) =1; Р, (х) = x; Р, (х) = — (3? — 1); 


Р(х) = -> (5 — 34) Р, (x) = = (38:4 — 30:8 + 3). 
Они называются полиномами Лежандра. Для нормировки поли- 
1502 


номы P;(x) надо умножить Hack gei = ( do . На рис. 1.5 no- 


казаны первые пять полиномов. 


1.1.2. Разложение в ряд по ортогональным функциям 


Пусть функция Ё(х) разложена в ряде по ортонормированной 
системе (f(j, х)}: 


F) = Уа), ғ). - S MB 


Значения коэффициентов a(j) можно найти умножением (1.6) на 
Ї(А, x) и интегрированием произведений на интервале ортого- 
нальности Xo Xx Xxx: 


(Р (х) f(k, x) dx = a(k). (1.7) 
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Встает вопрос, насколько хорошо аппроксимирована функция 
F(x), если коэффициенты a(j) определены mo ф-ле (1.7). Предпо- 
ложим, что разложение Xb(j)|(j, x) имеющее‘ членов, дает луч- 
шее представление. В качестве критерия качества представления 
пусть выбран критерий минимума среднеквадратического отклоне- 
нияО функции F(x) от ее представления: 


X, m—1 2 х т—1 
Q— [|Ft9— ХФ, x) | &= j Р) ах2 У 00 X 
724 1—0 Хо j=0 
X1 x, f m—1l 2 
(FWG, де || УБ, 9 | dx 
Хо xo L /=0 
Используя (1.7) и свойство ортогональности функций FC; x), 2007 
лучаем выражение для Q в следующем виде: 
X3 m—1 m—1 
Q= (Р) У 00) + У bear (18) 
j—0 j—0 


Xo 


A 


При b(j)-a(j) последний член равен О и среднеквадратическое 
отклонение достигает своего минимума. 

Из (1.8) следует неравенство Бесселя: 

т—1 оо *1 

У 20 «Y eg < | Р) ах. 0.9) 

балх! 

j=0 —0 Xo 
Верхний предел суммы можно положить равным оо, так как HH- 
теграл не зависит от M и поэтому должен сохранять свое значение 
для всех /m. 

Система [f(j, x)) называется ортогональной, нормированной и 
полной, если средний квадрат отклонения Q с увеличением т 
стремится к 0 для любой функции F(x), квадратично интегрируе- 
мой на интервале х= X sc x4: 


Хх т—1 2 
lim | Е (x) — V a(pfG, x) | dx = 0. (1.10) 
т-> oo Xo per 


В этом случае неравенство Бесселя (1.9) превращается в равен- 
ство | 


со X1 
У (0) = | F° (x)dx. (1.11) 
1=0 | Хо 
Уравнение (1.11) известно как теорема о полноте или теорема 
Парсеваля. Его физический смысл следующий. Пусть F(x) есть 
функция времени, характеризующая падение напряжения Ha CO- 
противлении | Ом. Тогда интеграл от F?(x) представляет энергию, 
рассеиваемую на этом сопротивлении, которая согласно (1.11) 
равна сумме энергий составляющих a(j)f(j, x), 1=9, 1... 002 pys 
гими словами, энергия одинакова в любом случае, описывается ли 
напряжение функцией времени F(x) или ее разложением в ряд. 
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Система (f(j, x)) называется замкнутой !), если не существует 
квадратично интегрируемой функции F(x): 


X1 
| 2° (x) ах < оо, (1.19) 
Xo 
для которой уравнение A 
| FeorG, x)dx = 0 (1.13) 


удовлетворяется для всех значений j. 

Неполные системы ортогональных функций не дают сходимости 
разложения в ряд для всех квадратично интегрируемых функций. 
Несмотря на это, они имеют большой практический интерес. На- 
пример; выходное напряжение идеального фильтра нижних час- 
тот может быть точно представлено путем разложения в ряд по 
неполной ортогональной системе функций ѕіп х/х. 

Во всяком случае по таким простым свойствам функции F(x), 
как ее непрерывность и ограниченность, нельзя сказать, можно ли 
ее разложить в ряд по определенной ортогональной системе 


UG. ®)} [5—7]?). 
1.1.3. Инвариантность ортогональности преобразования Фурье 


Функция времени ĵf(j, 0) может быть представлена при опреде- 
ленных условиях двумя функциями а(], v) и Б (|, v) с помощью 
преобразования Фурье: 


К, 9)— f lal, у) соз 2740 +60), v)sin2avðjdv; — (1.14) 
a(j, v)— ( РСТ, 9) cos 210 d 0; (1.15) 


b(j, v)— | f (j, 0) sin 2xy0 d 0, 
0=#Т; у= (Т. 


t) Полная ортонормированная система всегда замкнута. Обратное утверж- 
дение верно, если рассматривать интегралы в смысле Лебега, а не Римана. Ин- 
тегралы Римана удовлетворяют основной части этой книги. Поэтому интегрируе- 
мость будет означать интегрируемость по Риману, если это не будет специаль- 
но оговорено. 

2) Например, разложение Фурье непрерывной функции не обязательно дает 
сходимость в каждой точке. Теорема, сформулированная Банахом, говорит, что 
существует много произвольных ортогональных систем с тем свойством, что 
ортогональные разложения непрерывной дифференцируемой функции расходят- 
ся почти всюду. 
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Для определенных применений удобно заменить функции 
a(j, v) и b(j, v) одной функцией 1) 


a(j, v) = au, v) 60, v). (1.16) 


Из (1.15) следует, что a(j, v) является четной и b(j, v) нечет- 
ной функциями v: 


alj, у) - a(j, —vy t, )=-—60, — v). (1.17) 
Поэтому 
ql, —)-a(j, —v) +00 —»)=а(, v) —bG, У. (1.18) 
Функции a(j, v) и b(j. v) можно выразить через q(j, v): 


alj, v) = — 40, v) E 4G, — У) B 


blj, X) = = lali, ) — 4G, — v) 


Используя функцию q(j, v), выражения (1.14) и (1.15) можно 
записать в более симметричной форме: 


co 


(р, 9)= f q(j, v) (cos 2140 + sin 2zv0) d v; (1.20) 
q(j, v) | f (j, 0) (cos 210 + sin 2v0)d 0. (1.21) 


Интегралы от b(j, у)соѕ 2луӨ и a(j, v)sin 2xv0 в (1.20) равны 0, 
так как a(j, v) — четная и b(j, v) — нечетная функции v. 

Пусть {f(j, 0)) есть ортонормированная система, заданная на 
интервале (—1/2)9<0=< (7-1/2)0. Переменная Ө может быть ко- 
нечной или бесконечной. Функции f(j. 0) являются преобразуемы-. 
ми по Фурье?). С учетом (1.20) интеграл ортогональности 


| | f (j, ОКЕ, 9) 20 = 05, (1.22) 


может быть переписан в виде 3): 


oo 


| ДУ, | | q(k, v) (cos 218 + sin 2nw0) d j 40= д; 


== 00 


со со 
( q (k, »| f (j, 0) (cos 27% + sin 2nv0) d 1 dv= 6; (1.23) 
— O00 —-00 Е М 

!) Данное замечание используется для преобразования Фурье, чтобы облег- 
чить сравнение с формулами обобщенного преобразования Фурье, выведенными 
позже. 

2) Ортонормальность предполагает существование прямого и обратного пре- 
образований Фурье (теорема Планшереля). 

3) Здесь можно изменить порядок интегрирования, так как подынтеграль- 
ные функции абсолютно интегрируемы. | 
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| ali, 925, vidy = б 


— Q 


Таким образом, преобразование Фурье от ортонормированной 
системы (f(j, 0)} дает ортонормированную систему {9(}, v)). 

Подставляя q(j, у) =а(], v) -b(j, v); q(R, v)=a(k, v) --b(R, v) 
в (1.23), получаем выражение (1.22) в системе обозначения a(j, v), 
b(j, v): | 


| eG, al, уау= | lal, v) - bG, v) ae, v) +b, dv | 


е. 
— 00 


со 


- | [а (j, v) a(R, у) -- b(j, v)b(R, УЛах= Орь. 


Рис. 1.6. Преобразование Фурье синусоидальных и косинусоидальных 

5 импульсов рис. '1.1: E zA 

а) wal(0, 0); 6) Y 2sin2x0; в) У 2cos2n0; г) V 2 sin 4n0; 8) V 2x 
Жсо$ 47:0 


На рис. 1.6 показаны в качестве примера преобразования 
_ Фурье синусоидальных и косинусоидальных импульсов, получен- 
ных из элементов (см. рис. 1.1): 


1/2 | 
00037) = | 1 (cos 210 + sin 2лу0) 49 = 327v . 
| лу 
—]1/2 
УЕ | (1.94) 
qeli, v) = | V2 cos 2ni0 (cos 2:0 + sin лу) d0 = | 
—]1/2 | 
RI pure EE 
: n(v—) ^'^ m(vciü) j' 


... 
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| T2 a | 
4: (1, v) = | V2 sin 27i 60 (cos 210 + sin 2лу0) d 0— 
—1 /2 
- Vme _ Sin zx (v 4- i) 
2 л (v — i) л (v + i) E 


Рис. 1.7. Преобразования Фурье q(j, v) импульсов Уолша рис: T2: 
а) wal(0, 0); 6) sal(1, Ө); &)—cal(1, 0); 2)—sal(2, 0); д) cal(2, 0) 


На рис. 1.7 показаны преобразования Фурье импульсов Уолша, 
полученных из элементов (см. рис. 1.2): 


1/2 i 
q(0, v) = | wal (0, 0) (cos 2л%9 + sin 2луӨ) 40 = 217% . 
лу 
5172 
12 ѕіп?лу/2 
q,(1, у) = | sal (1, 0) (cos 2л%0 + sin 2л0)40 = 27У, 
E лу/2 | 
па] sin? лу/4 | 1 sin? лу/4 
] Im == ——— "° E — НЕ 
ПМЕ z ™ e pn q. (25 7) cos uis UA 


Из этих примеров можно легко видеть, что четные временные 
функции преобразуются в четные частотные функции, а нечетные 
временные функции преобразуются в нечетные частотные функ- 
ции. Отрицательные значения частоты имеют совершенно ясный 
физический смысл. Колебание частоты у есть косинусоидальное 
колебание относительно 0=0, если преобразование Фурье имеет 
одинаковое значение для {у и —v; это есть синусоидальное KOJIC- 
бание, если преобразование Фурье имеет одинаковые абсолютные 
значения, но разные знаки для +v и —v. 

На рис. 1.8 показаны преобразования Фурье q(j, v) трех пря- 
моугольных импульсов, изображенных на рис. 1.3. Они уже не 
являются четными или нечетными функциями !). 


t) Преобразования Фурье различных прямоугольных импульсов различны, 
но их частотный спектр мощности одинаков. Спектр мощности — это преобра- 
зование Фурье от автокорреляционной функции, но не преобразование Фурье 
самой функции (теорема Винера—Хинчина). Связь между преобразованием 
Фурье, спектром мощности и амплитудным спектром рассматривается в раз. 1.3.2 
{см. также [4]). 
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Рис. 1.8. Преобразования Фурье q(j, v) прямоугольных импульсов 


(1, 9), #(2, 9) и f(3, 0) на рис. 1.3 
кии вв) = Роз (6x0 +j) На рис. 1.9 показана си- 


стема ортогональных сину- 
NAS NAAN H8) Visin(&0*z/&) соидальных и косинусои- 
1 is(ugexj) даЛЬНых импульсов. Они 
fsi сдвинуты BO времени по OT- 

<“ ^_^ f($0-Vsn(H6*/2) ношению к импульсам, H30- 


T 2 71408)-/0(220«x]) браженным на рис. [.] та. 
on ~ /(10)-VPsun(250*3/5) Рис. 1.9. Ортогональная система 


P синусоидальных и косинусоидаль- 
#09) constant ных импульсов, имеющих одинако- 
вые (по модулю) значения при 

0=—1/2 и 9=- 1/2 


p———M 
d uh 0 18 102 
=: / 7: 


ким образом, что все функции имеют абсолютные значения равной 

величины при 0——1/2 и 0— + 1/2. Их преобразования Фурье 4(/, 
у) показаны на рис. 1.10: 

ар 5 

= — — j для четных j; 

_ Sin x (v — А) 2 Fus J 


j v)— 1.25) 
Jv Ls 2 (1.25) 


< J- 1) для нечетных j. 


На рис. 1.11 показаны параболические цилиндрические функ- 
ции 1р; (0). Их преобразования Фурье q(j; у) имеют Tor же вид 
fG, 9) = (0); 9(0, у) = Ypo (47v); 
q(2i, v) = (— Disi (479); q(2i + 1, v) = (— 1Y Paip: (7%); 


Е t2 5 (1.26) 
— — x? d Ее 
e 2 dod sod 
‚ (х) = —= He; (x); He;(x)—e EE , 
№; ( ) Vi V 2n ;( ) A ) ах) 


х= 0 или 47у; ј = 0, 2i, #- 1; = 1,2,0... 
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Функция 1р;(0) при больших абсолютных значениях Ө yMeHb- 
j | ga 
шается пропорционально 0/ exp n) ‚а функция Ф; (4лу) 


при больших абсолютных значениях у уменьшается пропорциональ- 


* (4,9) '( Ө ,|/(20) ) #0, 9 /(5, 9) 


Е 


Рис. 1.10. Преобразования Фурье 4(], v) синусоидальных и KOCHHyCO- 
идальных импульсов рис. 1.9 


: | 
но (4лу)ј exp Е ym . Импульсы, полученные на основе пара- 


болических цилиндрических функций, требуют особенно малую 
часть частотно-временной плоскости для передачи определенного 
процента их энергии t). 


ал " и L4 
Рис. 1.11. Параболические цилиндрические функции ;=%;(0) или w;— 
=1р; (4xv) 


1.1.4. Функции Уолша 


Функции Уолша wal(0, 0), sal(i, 0) и cal(i, 0) имеют болыное 
значение B теории связи ?). Существует тесная связь между YHK- 
циями sal и sin и cal и cos. Буквы S и св sal и cal были выбраны, 
чтобы отразить эту связь, в то время как обозначение wal происхо- 
дит от фамилии ученого Walsh, который впервые описал функции 
математически. 


1) ыы полученные на основе параболических цилиндрических функ- 
ций, теоретически используют частотно- временную плоскость наилучшим обра- · 
зом. До сих пор это свойство не имело большого практического значения, так 
как синусоидальные и косинусоидальные импульсы и импульсы, получаемые на 
их основе, являются в этом отношении почти такими же хорошими, но их го- 
раздо легче генерировать и детектировать. 

i) Вероятно, наиболее ранним использованием функций Уолша в связи AB- 
ляется использование их для размещения проводов [18]. 
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Для вычислительных целей иногда более удобно использовать 
синусоидальные и косинусоидальные функции, в то время как в 
других случаях более удобны экспоненциальные функции. Схожая 
двойственность записи существует и для функций Уолша. Вместо 
трех функций wal(0, 0), sal(i, 0) и cal(i, 0) можно ввести одну 
функцию wal(j, 0): 


м: 0) cal (г: 0) маг (2i —-1, 0).— sal(i, 05. 1—1,2; .... т) 


Функции wal(j, 0) могут быть определены следующим разностным 
уравнением t): 


wal (2j + p, 9) = (—) [wal В : (0 n vri Lr 


Joc wal |. 9 [0— x)! | (1.28) 


где [//2] означает наибольшее целое число, меньшее или равное 
1/2: | 

pes Оби к 
wal(0, 0) = 1 для —— «e; 


wal (0, 9) — 0 ДЛЯ $c ——, 824. 

Для объяснения этого разностного уравнения рассмотрим функ- 
цию wal(j, 9). Функция wal(j, 20) имеет тот же вид, что и функ- 
ция wal(j, 9), но сжата в интервал —1/4<0< --1/4. Функ- 
ция wal[j 2(0-4-1/4)] получается сдвигом wal(j 20) влево на 
интервал —1/2<0<0 и ма, 2(0—1/4)] получается сдвигом 
wal(j, 20) вправо на интервал 0<0< + 1/2. 

В качестве примера рассмотрим случаи ј=0, p=] и j—2, р=1. 
Используя значения 1[0/2]=0 и [2/2] 2 1, получаем: 


wal (e) cs (0) [wa [^ 2 (o c =] И 
С wal U 2 (e 5 <) 
wal (5, Ө) = (— 1)" [wal |2, 2 (o 4 i ZB 


+ (— 18 wal 2, 2 (ө n +] | 


1) Функции Уолша обычно определяются как произведения функций Раде- 
махера. Это определение имеет много преимуществ, но не дает упорядочивания 
функций Уолша по числу перемен знаков, что делает разностное уравнение. Это 
упорядочивание является необходимым для обобщения: частоты в $ 1.3. Функции 
Радемахера — это функции sal(l, 0), sal(2, Ө), за! (4, 0).., изображенные на 
рис. 1.2. Функции Уолша также могут быть определены через матрицу Адамара 
[19]. 
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Из рис. 1.2 можно видеть, uro функция wal(l, 0) =за1(1, Ө) no- 
лучена из Wwal(0, 0) сжатием в два раза и умножением функции. 
сдвинутой влево, Ha —1 и функции, сдвинутой вправо, на +1. 
Функция wal(5, 0) =за1(3, 0) получается сжатием wal(2, 9) = 
—cal(l, 0) в два pasa и умножением функции, сдвинутой влево, 
Ha +1 и функции, сдвинутой вправо, на —1. 

Умножение двух функций Уолша дает другую функцию Уол- 
ша: wal(A, 0)wal(&, 0) —wal(r, 0). Это соотношение может быть. 
легко проверено, если записать разностное уравнение для 
wal(h, 0) и wal(R, Ө) и умножить их друг на друга. Оказывается, 
что произведение wal(A, 0)wal(k, 0) удовлетворяет разностному 
уравнению вида, аналогичного (1.28). 

Определение значений г из разностного уравнения несколько. 
громоздко. Однако результат получается простой: г равно сумме 
h n е no mod 2: 


wal (A, 0) wal (k, 0) = wal (h Ф k, 0). (1.99) 


Знак CD указывает на сложение по mod 2. Величины k и A 3a- 
писываются в виде двоичных чисел и складываются согласно пра- 
вилу: 0 @1=1 Ф 0=1,0Ф0=1Ф1=0 (без переноса). Сложение 
по 1042 — это та операция, которую осуществляет полусумматор 
в двоичных ЦВМ. В качестве примера рассмотрим перемножение 
үа! (6, 9) и wal(12, 0). Используя двоичную запись для чисел 6 
и 12, получаем, что сумма 6 @ 12 равна 10: 


о 
Doo e D 
ТОО e 39 


Из рис. 1.2 можно видеть, что произведение wal(6, 0) wal(12, 0) 
равно wal (10, Ө). | 

Умножение функции Уолша самой на себя дает wal (0, 0), так 
как в результате получаются только произведения: (+1) (+1) и 


И 


wal (7, 9) wal(j, 9) == ма (0, 0); (1.30) 
ADI co | 
Умножение wal(j, 0) на wal(0, 0) не изменяет wal(j, 8): 
wal(j, 9) wal (0, 0) = wal (у, Ө); (1.31) 
j 0 = j. 


Так как сложение no mod?2 асссоциативно, умножение функ- 
ций Уолша также должно быть ассоциативным: 


[wal (h^, 9) wal (j, 9)] wal (k, 9) = wal (A, 9) [wal (у, 9) wal (Е, 0)]. (1.32) 


Функции Уолша образуют мультипликативную группу. Урав- 
нение (1.29) показывает, что умножение двух функций дает снова 
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функцию Уолша; обратный элемент определяется по ф-ле (1.30); 
единичным элементом согласно (1.31) является wal(0, 0); acco- 
циативный закон выполняется согласно (1.32). Группа функций 
Уолша является абелевой (коммутативной) группой, так как сомно- 
жители в (1.29), (1.30) и (1.31) могут быть переставлены. В ма- 
тематическом смысле группа функций Уолша изоморфна дискрет- 
ной двоичной группе. 

Для определения числа элементов в группе и ее подгруппах 
рассмотрим, какие числа могут появиться, если два числа k ий, 
меньшие или равные 2—1, складываются по mod 2. Запишем k и 
й в виде двоичных чисел: 


Вр роб... 
DE 1 9155559: ЕС БЕРЕТЕ ДРС ЕВР 
ВР а р зили. 


Сумма по mod 2 чисел h и k равна 


Про) о (р оп) а 


Она принимает наименьшее значение (0), когда все коэффициен- 
ты перед степенями 2 равны 0, это имеет место при ћ =, и макси- 
мальное значение 25-1-4-2s-2.L..--914-20— 2:[—], когда. все коэф- 
фициенты перед степенями 2 в (1.34) равны 1, т. е. когда h= 
= (2—1) Ф k. Это означает, что в двоичной записи число k имеет 
нули там, где й имеет единицы и наоборот. Полученная таким об- 
разом группа содержит функции Уолша от wal (0, 6) до \а1 (2°— 
—1, 0). Подгруппы содержат функции от \№а1(0, 0) до wal(27r—1, 
9), Oxcr« s. Так как подгруппа содержит 2" элементов, то она 
имеет 23/2т.= 257" классов. 

Используя (1.27), можно переписать теорему умножения функ- 
ций Уолша (1.29) в следующем виде: 


cal (i, Ө) са! (Ё, 0) = cal (i Ф k, Ө); sal(i, 0)cal(&, 9) = 
= sal {[k Ф (i — 1)] + 1, 6}; (1.35) 
cal (i, Ө) за! (k, Ө) = sal ([i ® (& — 1)] + 1, 6}; sal (i, 6)sal (№, 9) = 
= са! [(1— 1) 2—1, 9]; са1(0, 9) = wal(0, 6). _ 


Функции sin 2л и соѕ 2119 ортогональны на интервале —1/2< 
—<9=— 4-1/2. Эта система применяется для разложения в ряд 
Фурье. Преобразование Фурье требует, чтобы система {sin 27%, 
cos 2луд} была ортогональной на всем интервале —oo «0 « + оо. 

Система функций Уолша, ортогональная и полная Hà всем HH- 
тервале ——оо <<0<<оо, обозначается  (sal(u, 0), са (р, 0)), где 
p — действительное число. Позже будет показано, что эта систе- 
ма может быть получена растяжением sal(i 0) и са! (і, 0) так же, 
- как система {sin 2луб, cos 2луд} может быть получена растяжени- 
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ем ѕіп 2лі0 и с0$2л. Другое определение, данное Пихлером*), 
начинается с периодического продолжения функций sal(l, 0) и 
са! (1, 0). Из них можно определить подкласс функций Уолша, 
известных как функции Радемахера [8, 9]: 


cal(2*, 0) = са! (1, 2*0); sal(2*, Ө) = за! (1, 2*0); (1.36) 


XE —ssERIE Е ое 
Запишем u в двоичной форме: 
и = У M y gom 2° + 2 + n2? + M a 27 M p Е "s 


==——60 


где Hs равно либо 1, либо 0. Число u называется двоично-рацио- 
нальным, если сумма имеет конечное число членов. Это означает, 
что должно быть, по крайней мере, конечное число двоичных CHM- 
волов справа от нулевого разряда. Функции cal(u, 0) и sal(u, 0) 
_ можно определить следующим образом: 


oo ) 
сабы. 0) = |] саш, 22 0) — 9 Ро | 
S=— o0 
sal (p, Ө) = E: аа и—двоично-иррацио- ЕО 
+ cal (и, 0), 0 «7 0 < oo, нальное число; 
за! (р, Ө) =cal ( q-27™, 0) за!( 27^ 0), —oo«0« oo, j 


где 9 — четное число; и=9-1/2М — двоично-рациональное число. 
Функции cal(u, 0) и sal(u, 0) для интервалов —4<и< +4 и 

—3<0 +3 можно получить из рис. 1.12 и 1.13. Черные площади 

соответствуют значению +1, белые площади — значению —1. 

Проведя линию, параллельную оси Ө, получаем са! (и, 0) или 

sal(u, 0) как функции Ө для определенного значения и. Наоборот, 

линия, параллельная оси p, определяет значения cal(u, 9) или 

sal(p, 0) как функции и для определенного значения 0. 
Следующие дополнительные формулы важны при вычислениях 

с функциями Уолша: 

| wal (р, 0) = wal(0, 0), Ози< 1; 

1 1 

си «0« + ES ? 

sal (u, 9) = sal (i, 0), i—1-«puzxi (1.38) 


cal (џи, 0) = са! (i, 9, і<ы<і +1, — 


!) HecuerBas система функций Уолша, необходимая для преобразования 
Уолша—Фурье, была введена впервые Файном [12], который также впервые ука- 
зал на существование такого преобразования. Точная математическая теория 
преобразования Уолша—Фурье, использующая функции sal и cal, которые OT- 
личаются от системы. использованной Файном, разработана Пихлером [9]. Такой 
термин как «преобразование Файна или Пихлера» появился из-за того, что он 
гораздо короче более громоздкого термина «преобразование Уолша—Фурье», 
Математики используют этот термин потому, что преобразование Уолша-— 
Фурье является частным случаем обобщенного преобразования Фурье на топо- 
логических группах [22]. 
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cal (u, ӨФӨ”) = cal (p, 9) cal (u, 0”); (1.39) 
sal (u, 9 € 0") = sal (p, Ө) sal (u, 6"). 
Так как 0 и 0’ могут быть как положительными, так и отрица- 


тельными, то необходимо ввести определение для сложения по 
mod 2 отрицательных чисел —аи — 6: 


(а) Ф (—5) 2 aQ 5; (—4д®5=а®Ф(—-5=—@ФЫ. (1.40) 


Рис. 1.12. Функции са! (и, 0) в Puc.-1.18. Функции sal(p, 0) 
‚ интервале —3<0< +3, —4< в интервале —3«0«3, —4< 
<и<4 «uc +4 


Величина џ равна половине среднего числа перемен знаков 
са1 (и, 0) или sal(u, 0) на интервале времени длительностью 1. Это 
легко можно проверить для периодических функций cal(i 0) и 
sal(i,0) путем подсчета числа изменений знаков (см. рис. 1.2). Ec- 
ли число и не является двоично-рациональным, TO cal(u, 0) и 
за! (и, 0) не являются периодическими функциями, HO интерпрета- 
ция р как половины среднего числа перемен знаков на интервале 
времени длительностью 1 остается верной. 

Как известно, по произвольно малому отрезку синусоидальной 
функции можно восстановить всю функцию. Это явление часто 
интерпретируют, говоря, что синусоидальные функции передают 
информацию с нулевой скоростью. Функции Уолша в этом отноше- 
нии сильно отличаются от синусоидальных. Предположим, что из- 
мерение дало значение +1 для функции Уолша на интервале 
—1/2—0< 4-1/2. Из рис. 1.12 и 1.13 следует, что это должна быть 
функция cal(u, 0) си в интервале OK u< 1. Пусть дополнительное 
измерение в интервале 1/2<0<1 дало —1; согласно рис. 1.12 зна- 
чение u теперь ограничено меньшим интервалом 1/2%р<1. Пусть 
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следующее измерение дает, например, —1 для интервала 1<9< 
< 1,5 и +1 для интервала 1,5<0<2; это ограничивает u до еще 
меньшего интервала 0,5=<и<0,75. Удвоение временного интервала 
A0, на котором происходит измерение, уменьшает вдвое интервал 
Ди, внутри которого частость и остается неопределенной. Произ- 
ведение ЛӨДр остается постоянным и может быть интерпретирова- 
но как соотношение неопределенности для функций Уолша. Ско- 
рость передачи информации не равна 0, так как с увеличением ин- 
тервала наблюдения AO получают больше информации о точном 
значении p. | 

_ Несколько слов можно добавить для математически подготов- 
ленного читателя о связи между системами (wal(0, 0), са! (1, 0), 


за! (р 0)} и {1,И2зт2лю, V 2cos 2110). Обе они являются OP- 
тонормированными системами в гильбертовом пространстве 
[2(0, 1) и на их основе можно построить очень близкие теории 
разложения Фурье и преобразования Фурье. Основанием для 
этого является то, что обе они могут быть получены из характе- 
ристических групп. Система круговых функций (cos Rx, sin Rx) по- 
лучается из группы (e*"), которая является характеристической 
группой топологической группы действительных чисел. Система 
функций Уолша может быть получена из характеристической груп- 
пы двоичной группы; двоичная группа является топологической 
группой, полученной из последовательности двоичных представле- 
ний действительных чисел. Наиболее существенное отличие меж- 
ду этими функциями — непрерывность круговых функций и раз- 
рывность функций Уолша — вызвано различной топологией дейст- 
вительных чисел и двоичных групп [8, 11, 12, 20]. 


1,2. 
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ И ЕГО ОБОБЩЕНИЕ 


1.2.1. Переход от ряда Фурье к преобразованию Фурье 


Знание преобразования Фурье необходимо для каждого инже- 
нера-связиста. Здесь приведен его вывод из ряда Фурье для част- 
ного случая, что облегчает понимание более общего перехода от 
разложения по ортогональным функциям к ортогональному пре- 
образованию 1). | 

Рассмотрим ортонормированную систему [f(j, 0)), состоящую 
из синусоидальных и косинусоидальных элементов, часть которых 
приведена на рис. 1.1. Элементы f(j, 0) разделяются на четные 
элементы fe(i, 0), нечетные элементы } (4, 0) и постоянную f (0, 9) 


. 1) Переход от ряда Фурье к преобразованию Фурье имеет в основном мето- 
дологическое значение. Строго математический переход без дополнительных пред- 
положений невозможен, так как ряд Фурье использует систему счетных функций, 
а преобразование Фурье — систему несчетных функций. Соответствующее за- 
мечание учитывается ниже при переходе от ортогональных рядов к обобщенно- 
му преобразованию Фурье. 
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[+(0, Ө) = wal(0, 0) = 1, = 
fi, 0)= V 2 cos 2x18; 


100, 9-| Ki, 0)= V 2 sin2ni6; CM) 


неопределена, 9—— n uU x n ; 


OCC Dos БЕО dm 
Чтобы получить периодические синусоидальные и KOCHHyCOH- 
дальные функции, соответствующие элементы должны быть перио- 
дически продолжены вне интервала — 1/2%0< + 1/2: 
00:20) —oo «C 0 <+ oo; 


FG, 9)— 1 fli, 9)— V 2 cos 2116; (1.42) 


fi, 0)= V 2 sin2xi8. 

Периодическое продолжение функции на конечном интервале 
является частным способом расширения интервала определения. 
Рассмотрим функцию F(0), определенную на интервале —1/2 = 
=—0=— 1/2. Примером может служить треугольная функция, MOKA- 
занная в верхней части рис. 1.14а. Если выполнены условия CXO- 
димости, то F(0) можно разложить в ряд по ортонормированной 
системе (f(j, 0)), определенной на том же интервале, что и Ё (0). 
Треугольная функция, изображенная на рис. 1.14а, раскладывает- 
ся в ряд на синусоидальные и косинусоидальные элементы. Если 
треугольную функцию продолжить вне ее интервала определения, 
то синусоидальные и косинусоидальные элементы необходимо про- 
должить таким же способом. Особенно важны следующие два слу- 
чая. Периодическое продолжение треугольной функции требует 
периодического продолжения отдельных элементов. Поэтому пе- 
риодическая треугольная функция на рис. 1.14а раскладывается в 
ряд по периодическим синусоидальным и косинусоидальным 
функциям. С другой стороны, если треугольную функцию продол- 
жить вне интервала —l1/2<0< 1/2 функцией Р (9) ==0, то ee MOX- 
но разложить в ряд по импульсам, которые равны нулю вне этого 
интервала. 

Пусть F(0) разложена в ряд no синусоидальным и KOCHHyCOH- 
дальным элементам: 


Е (0) = a(0)7 (0, 0) куху [a, (i) cos 2n i 0 -+ а, (i) sin 2x i 0]; 


i=l 


L 


1/2 1/2 
a (0) = | 2(0) 10, 0)40= | F (0) 46; 
—i/2 * 22/2 
a = V9 | F (0) cos 2x i Od 0; (1.43) 
аА 
а, (= V2 | Е (0) sin 2x i 0d Ө. 
—1/2 


E. .96 


2 F(6) 

— wat (0,0) 
| 1251226 
— 72505270 


V2sinéx B 
: и 2005430 
5) 75 -7 1.520 1 6 = 2 
МУ F(80) 
Ne) E E Сата 0:7 час; Diner erem чести : wat (0,9) 
V25in2x98' — ; LL es Piu E Y2sinxO - 
V2 cos 248. ———— = ү (0570 
VZ sin 4x0" z> — ее ———— 291240 
М COS EX Q' — MÀ ICE Lem Le == T> 2605270 
W sints < — d e TE Z singto 
cosine —— 5, AAS р. Vs 3O 
пале p OP AU — чих. 
азак о E MALI, s = 23 > fuso 
D cc se ES 
Wat (0, 8)— сеа 


(0) 
t s pd wat (0, 0) 
V?sin250 € Ó——— Í— ] Y? sun kef? 


со мины = — —JT— VŽ cos £0/2 
У? singt Zo- [ee > V 91710 
VZ cos 4 t0 — En e 17 ү? 505 70 


„алил 


V sinBz 975 —— E e c излом. 


V? cos broo — < ү? 6055402 
Ú sindro ENS xe Sinn 
30 27 1 бр 
Y2 ior Ü 14 0.1/2 


Рис. 1.14. Разложение функции F(0) B ряд no синусоидальным и косинусоидаль- 
ным элементам, имеющим различный интервал ортогональности: 


а) —1/2<0<1/2, (wal(0, 0), У 2cos 2x10, 
У25112л16}; 6 —1«9« 1, (wal(0, (1/2) 6), 
М2 соз 2л (1/2) 10, V2sin2x (1/2) i05; e) —2« 0 « 2, 
(wal (0, (1/4) 0, У2соз 27 (1/4) i0, УЗ тол (1/4) 10) 
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Коэффициенты a(0) и ac(i) для треугольной функции (рис. 1.14а) 
показаны на рис. 1.15а. Все коэффициенты а.(1) равны нулю, так 
как треугольная функция — четная. 


6) а, (14) ^. 


д) qz 
) aC) И 
05 03 
02 02 
01 01 
АИ ИЖЕ: 
р L ——> 
Я а, (100) 05 f 
0% 04 
05 05 
02 02 
01 | 01 
(EUN ТОЕ БА AE ДЫТ 


Рис. 1.15. Коэффициенты разложения треугольной функции Р (0) в ряды по CH- 
нусоидальным и косинусоидальным элементам рис. 1.14 


Заменим переменную Ө в правой части (1.43) новой перемен- 
ной 0^: . 


0 '—9/ £71. (1.44) 


Эта подстановка «растягивает» элементы V 2 sin 2719; V 2созх 
x95i0 и [(0, 0) в Ẹ pas. Новым интервалом ортогональности TE- 
перь является интервал (—1/2)Е—=0—< (1/2)Е. Ортогональная CH- 
стема растянутых элементов V 2sin2xi0; V 2соз2л'’ и f(0, Ө”) 
He нормирована, так как эти функции имеют Ty же амплитуду, что 
и исходные элементы, HO растянуты B Е раз. Интеграл от квадрата 
растянутых функций дает Е, а не 1. Таким образом, для HOpMH- 
ровки растянутые функции надо умножить на peru 

Фупкция F(0) не растягивается, а продолжается на интервалах 


([—1/2)<0<—1/2 и 112 <0< > функцией Е(0) =0. Это npo- 


должение F(0) и растяжение [(0, 0); V 2cos2ni0 и V 2sin 270 
для E—2 и £—4 показаны на рис. 1.146 и 1.148. 

Разложение F(0) в ряд по растянутым элементам имеет сле- 
дующий вид: | | 


F(9) = уе fa, 000, 8) У Z у [a,l дсоз 2000 арии 24107. 


i=l . 
(1.45) 
Коэффициент #— содержажийся в 0’, можно объединить C KO- 


эффициентом i в аргументе 2710. Для синусоидальных и KOCHHy- 
соидальных функций это является тривиальным преобразованием, 
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HO оно может быть использовано как отправной пункт для 0606- 
щения преобразования Фурье: 


cos 271 0' = cos 2n i (0/E) = cos 2x (1/6) Ө; 
sin 201 0° = sin 21 i (0/2) = sin 2л (i/E) Ө; (1.46) 
f (0, 0’) = f (0, 6/5) = F (O£, Ө). 


Запись f (0/6, 0) является чисто формальной. 
Разложение F (9) в ряд принимает следующий вид: 


Р (Ө) = — a(&, ОКОВ, 9+ V2 D 


P/£—1J8 
(Е, i)sin2x — 0]! ; AT 
ta, т2л == | (1.47) 


|a. (E, i) cos 2n n T 


PE 
a4& i) - V2% | F (8) cos 2n — 0 d 0; а (2. ys 
== © 
. V | 
-yc | F (0) sin 2 — 046, 
—t/2 


| | c PP. 
a, 0- V | 2046 
—t/2 
Введение новых коэффициентов 


дает 


Co 


E =. cos 27 5 0 4- 
SE A sin 2x 2 ol 3.049) 


0 | 1 
Коэффициенты а я H TES для случая £—2 и Ё=4 показаны на 


рис. 1.156 и в; они соответствуют разложению Е (0) в ряд no cH- 
нусоидальным и косинусоидальным элементам, показанным на 
рис. 1.146 и в. 
Устремим Е к бесконечности и пусть //Е будет оставаться KOH- 
стантой: 
lim a, ES) = Q,(v) lima; = — а; (у), ИБ = у= М (150) 
1% \ Ё 1, о Е 
і может быть любым целым числом, ИЕ так же, как и i, — счетное 
число. С другой стороны, у должно быть неотрицательным дейст: 
вительным числом, а следовательно, несчетным, иначе некоторые 
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последующие интегралы обратятся B нуль. Таким образом, ряд 
Фурье содержит счетное множество ортогональных функций, а 
преобразование Фурье — несчетное множество их. 

Пределы а, (у) и аз(у) легко получаются из (1.46), (1.47): 


| C VT i о. \ 
a,(v)— limy 2 | Е (8)cos 2n 949-V? Г Е (0) cos 27w 0 46; 
E = (1.51) 


£/2 ; | eid 
a,(v)— lim y 2 | F (Ө) зіп27—-916= V? | F(9)sin 21,0 d 9. 
со —Ẹ/2 M 


Чтобы найти интегральное представление для F(0), рассмот- 
рим определенное значение 9=0%. Уравнение (1.49) дает F(@o) в 
виде суммы со счетным числом членов, которые могут быть OT- 

ложены на числовой оси в точках ИЕ, 
c8) как показано Ha рис. 1.16. Расстояние 
3 между отложенными членами равно 
1/5. Таким образом, сумма членов, yM- 
(E) 20/8) ноженная на 1/&, согласно (1.49) рав- 
A Е Ya (4/5) на площади под ‚ ступенчатой функ- 
тов цией, изображенной на рис. 1:16. Ис- 
пользуя (1.49), можно как угодно близ- 
ко аппроксимировать эту площадь для 
больших значений & следующим инте- 
гралом: 


| 
| 
| 
2 


25 3/5 "ji 


0 1 а 
Рис. 1.16. Переход от ряда F(0) = у 2 | [a, (v) cos 210 +- 
Фурье K преобразованию $ 
Фурье: н 
oer + а, (у) ѕіп 276] 4 v. (1.52) 
p «(x a , & ) ‚ Нижний предел интеграла равен нулю, 


так как нижний предел в сумме (1.49) 
(=) =“ ed V2cos2n x стремится к 0. Первым членом сум- 
5 5 мы (1.49) можно пренебречь, так как 


і i Ta он чрезвычайно мал для больших зна- 
— 0-а, | — | V 25іп 27 X : 
oer rr Jy чений &. 
i Переменная v в (1.52) должна при- 
x =‘) нимать значения всех положительных 


действительных чисел (а не только 
счетное множество их), иначе интеграл нельзя рассматривать как 


интеграл Римана. | 
Уравнение (1.51) показывает, что а. (у) — четная, а ds(v) — 
нечетная функция у. Таким образом, (1.52) можно переписать в 


следующем виде: | 


F (0) = | [А (v) cos 210 + В (v) зіп 2510] d v; 
A(v) = — У2а, (y); B(v)—- n» V2 a, (v). 
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(1.53) 


Для треугольной функции (рис. 1.14) а, (у) тождественно рав- 
на нулю; Gc(v) изображена на рис. 1.15г в соответствии co следую- 
щей формулой: 


3/8 : 
и ое ISTE de de 
а. (у) = 2V2 IL : 8) cos 220 d 0 Ne 
0 


1.2.2. Обобщенное преобразование Фурье !) 


Рассмотрим систему функций {/(0, 0), feli 0), f. (i, 0)), орто- 
нормированную Ha интервале (—1/2)9<0< (1/2)0. Индекс c yka- 
зывает Ha четную функцию, a индекс S — на нечетную. Величина 
9 может быть конечной или бесконечной. Таким образом, резуль- 
таты могут быть применимы к функциям, имеющим бесконечный 
интервал ортогональности, например, к параболическим цилинд- 
рическим функциям. Пусть все функции f.(i, 0) будут неотрица- 
тельными для 0—0 и пусть все функции f.(i, 0) переходят от отри- 
цательного к положительному значению при 0—0. Функции необя- 
зательно должны быть непрерывными или дифференцируемыми. 
Тогда функция F(0), определенная на интервале (—1/2)9<%0< 
< (1/2) Ө, разлагается в ряд: 


ES \ 
Е (9) = a(0)f (0, 6) + У Ia. (i) fe (i, 9) + as (i) fs (i, 0); 
i i=l 


9/2 
а) = | F(0)f,(i, 046; 
cei t (1.54) 
6/2 
а. (1) = | F(0f.G, 0) 46; 
—@/2 
9/2 
а(0)= | Е (0) (0, 0) 46. 
—e/2 J 
Заменим Ө в функциях f (0, 0); feli, 0) n fs(i, Ө) на Ө 2): 
0 = 0/0; у=у() > 1; а ое (1.55) 


Разложение F(0) в ряд no растянутым функциям получается 
по аналогии с (1.45): 


FO = 2 | Е, 0)7 (0, 9)-- Y ta. & 07.00, 9) +а,, Dili, 9). 


pz 
(1.56) 


1) Другие обобщения даны в [1, 2]. 

2) Используемый метод применим к большому классу систем функций. 
Строгие математические доказательства без использования сложного математи. 
ческого аппарата могут быть получены только для частных случаев. Например, 
результаты этого параграфа кажутся применимыми для функций Уолша с дво- 
ично-рациональными значениями //Ё= и; практически они применимы для всех 
действительных значений Ш. 
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Растянутые функции ортонормированы на интервале 
(—1/2)y0x:0— (1/2) /0. Функция F(0) продолжена функцией 
Е(0) =0 на интервалах (—1/2)/0<0< (—1/2)Ө и (1/2)0=<0< 
< (1/2) Ө. 

Коэффициент 1/у объединяется с і так, что в правой части 
(1.56) вместо 0’ можно записать 0. B (1.46) 271 (0/5) было триви- 
ально заменено на 2л (і/&) Ө. Так как i и 0 необязательно входят в 
г. (1, 0) и fs(L 9) в качестве произведения, следующие замены надо 
рассматривать как чисто формальные до тех пор, пока не будет 
доказано обратное. В частности, ИЕ следует скорее рассматривать 
как символ, а не как дробь: 


fe (i, 9) = f; (i, В = fe (0/5, 9); | 
f. (i, 0) = FG, 9/9) = fs (5, Ө); | (1.97) 
f (0, 6) = F (0, 6/y) = f (0/6, 9). 
Разложение F(0) в ряд принимает следующий вид: 
Ре yz [€ 0f (5- , e| + j as (&, of. (A, 0) + 
Vy | Е | P | Е ) 
E (—. jl А 
1 ur i 
a, (&, = ys) Fer ejas (1.58) 
y0/2 І 
Е, ) = у= г} е F (91, (=, 9) 46, 
i 1 y0/2 
a, 0) = у= | Е (6) d 6. 
—yy9/2 


Здесь введены новые коэффициенты: 
i T : i m д 0 er 
s (=) = Vv. & à: (+) = Уйа & 0: а) Vrat 0) 
(1.59) 
Чтобы выражения (1.58) и (1.59) не были простой формальной 
записью, необходимо потребовать, чтобы коэффициенты а, (ИЕ) 
или Q.(i/£) имели одно и то же значение для всех і и Ё, при кото- 
рых величина i/E— p постоянна или чтобы они сходились к опре- 
деленному пределу для больших значений i и E er 
: i i i 
lim a, (=) = а, (H): ima () =a); -=m (680 
a iio VE 5 


!) Если предел слева не равен пределу справа, берется предел слева. 
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Снова надо постулировать, что и — неотрицательное действитель- 
ное число и поэтому несчетное, в то p как і или js — Кене 


Пределы (1.60) существуют, если nes ,9 иж, стре- 
мятся к предельным функциям felu, 9) и fs(u, 90)!), определяемым: 
y8/2 y9/2 
lim | F (0) АЕ 0)d 0 = lim ] F(0) fu, 9) d6; 
ER —/0/2 9/2 


y (5) 
Функции eet 6) H bi J сходятся ‘на интервале 


(—1/2) ya x:0 — (1/2) y к предельным функциям felu, 0) и fs(p, Ө). 
Этот вид сходимости называется «слабой сходимостью» [3]. 
Из (1.51) — (1.61) следует, что 


| 
19/2 
lim FOT i F (©) f, (u, 046; (1.61) 
js 


9/2 
а. = lim | Pf. 6) 46 (1.62) 
—/9/2 > 
ep 
ар 
а, (p) = іт d 6 /. (=. 9a 9. 


Пусть функция F(0) равна нулю вне конечного интервала. 
Уравнения (1.62) приводятся к следующему виду: 


а.) = | Foro. Ddo; а. = Í FOF, 020. (1.69 


— 0 — Q0 


Чтобы найти интегральное представление для F(0), рассмотрим 
определенное значение 0—0, Уравнение (1.58) дает Р (6%) в виде 
суммы со счетным множеством членов, которые можно отложить 
вдоль числовой оси в точках i/y—i/y(E) вместо i/$, как изображе- 
но на рис. 1.16. Расстояние между отложенными членами равно 
l]y. Таким образом, сумма членов, умноженная на l/y, как это 
дано в ф-ле (1.58), равна площади под ступенчатой функцией. 
Эта площадь может быть представлена в виде интеграла, если = 
а следовательно, и и(Ё) будут неограниченно возрастать: 


F() = (1а, (u) fe (h, ©) + as (H) Fe (h, Омь. (1.64 
0 


Функции ac(u) и as(u) называются обобщенным преобразованием 
Фурье F(0) по функциям felu, 0) и f; (в, 9). Уравнение (1.64) яв- 


1) Интегралы будут представлять собой главное значение по Коши. Они | 
должны существовать для всех квадратично интегрируемых функций. 
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ляется интегральным представлением функции F(0) или ee o606- 
щенным обратным преобразованием Фурье. Без более тщатель- 
ного изучения [‹ (ци, 0) и ў, (и, 0) нельзя сказать, существуют ли эти 
интегралы. Переменная p играет ту же роль, что и переменная у 
в обычном преобразовании Фурье. Поэтому и называют обобщен- 
ной нормированной частотой. 

Функции ў, ( 0) и f.(i, 0) определены только для положитель- 
ных целых чисел i. Поэтому (и, 0) и (в, 0) определены только 
для неотрицательных действительных р. Можно расширить опре- 
деления функций на отрицательные действительные числа: 


felu, 9 = fe (— p, O); Бы 9 = — f (— p, 9), (1.65) 
(и, 9) — четная функция как 0, таки м, и fs(p, 0) — нечетная 
функция как 0, так и р. 

Уравнения (1.62) и (1.63) показывают, что ас (и) — четная и 
ds(u) — нечетная функции u. Поэтому (1.64) можно записать в 
виде (1.53): 

F() = | АЕ, 9 + B (u) fs (и, 01а; (1.66) 


А (u) = Za, (0; В(и)= >a, (u). 


1.2.3. Инвариантность ортогональности обобщенного 
преобразования Фурье 


Рассмотрим функцию G (и): 
| 60) = ИА +ВЫ= УЗ, (ы) + а, (0. (1.67) 
Так как А (u) — четная, a В(џ) — нечетная функции, для GU) 
получаем 
G(—p) = V2 [A (— p) + B(—-yl- V2 [A()— B (y. 
А (в) n В (и) можно выразить через G(p): 
А) = —- 726% -- G(— p]; В) = -VZ [G (p) — G(—u)1. (1.68) 


Используя С (в), можно привести (1.63) и (1.64) к виду (1.20) 
и (1.21): 


Р(0) =-- VZ | СФ, +h, Мы (1.69) 


—5 


GW =V? | FOR ОЕ, 9126. — (70 


—00 


B (1.69) интегралы or A(u)fs(u, 0) и B (и) (р, 0) равны 
нулю. | 
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Рассмотрим систему ортонормированных функций (j(j, 0)), Ko- 
торые равны нулю вне конечного интервала: 


(20, 0) f (k, 0) dO = 8j. 1.71) 


— 00 


Обозначим через q(j, u) обобщенное преобразование Фурье от 
f(j, 0). Из (1.70) следует, что 


А 1 O T . 
qG.)- VZ (P660. 9 + Qs 9148. (1.72) 
Уравнение (1.71) можно привести к виду: 


со г 


(IG, 9) z V2 [at mU (ы, 9) + fs, ав 


20 85; (1.73) 


— 00 


EIOS г VE (6, 91.6. 9 f. Me авы 


— 00 ==00 


| 90, Wal, pdu б 
Ортогональная система {/(ј, 9)}, заданная на конечном интерва- 
ле, преобразуется обобщенным преобразованием Фурье в ортого- 
нальную систему {9 (1, u)j. 


1.2.4. Примеры обобщенного преобразования Фурье 


Рассмотрим обобщенное преобразование Фурье треугольной 
функции, показанной на рис. 1.17, по полиномам Лежандра [L]: 
Pa(x)=1,; Р:(х) =х, Р(х) = — (3 2—1) и т. n. Интервал ортого- 
нальности равен —1=<х<< +1. Произведем подстановку х=20 н 
сделаем следующие преобразования: 


f (0, 9) = Р, (29); 


feli, 0) = Р, (i, 9) = (— 1) (4i + 1) ^ Pa (20); (1.74) 
fs (i, 9) = Р, (i, 0) = (— 1 (4i — 1)" Ра (29); 
149.74 


Система (f(0, Ө), P.(i, Ө), Ps (i, 0)} является ортонормирован- 
ной на интервале —1/2<0=< +1/2. Все функции P.(i 0) положи- 
тельны при 0—0, а все функции P.(ü 0) имеют положительную 
производную в той же точке. В точной записи несколько первых 
полиномов выглядят следующим образом: 


(0, 6) — 1; Р, (1, 9) = 2/39; P,(1,9—— --И5 (128° — 1); 
р, (2, 9 = — V? (200° — 30); P,(2, 9) = =” 9 (56001— 1200? + 3). 
(1.75) 


PT N 
P, (20) — ааа e 0) 
P, (26) == | р, (1,0) 
-P (26) р р; (1,8) 
-2 (20) —— P M р; (2,0) 
P, (29) ——^ T qe LÁ P. (2,9) 
A z 7 8 = 2 

0 ЕЕ Патан аат PNG RNC MN wat (0,8) 
h (20) — = = 2. (12,0) 
d = Ec ша m UA), 
Bl leere 0 
rm M p ——— р (0р 0) 
409 — RIA р (35,6) 
= 6) апа анаа НИН р. (№ 9) 
E раа а RT В (45,0) 


S - F(8) 
P, (26) иаа шиини шаа о 
P (26, E. [a Р, (14, ,0) 
- P, (20) p———Ó— Áo E р, (hp, Ө) 
En 


Р, (26) = —— — —— A — Ó— À M —— Pe Ch, 9) 
Г E ИЩИ 8 
-£ (207) acm == а d P, (*4,, 8) 


P, (20 A —À 


D (20) y а ——^— Р, (4,0) 
-2 (8). Ее — = Ф 


- = 


7 ue EUA UN pc 
о СЕРУ БЕТ; tu 8 1; 


Рис. 1.17. Разложение функции F(0) в ряды no полино- 
мам Лежандра, имеющим различный интервал ортого- 
нальности: 


а) — 1/2 < 0 < 1/2, (wal (0, 6), Р, (і, Ө), Р; (і, 0)}; 
.6) —1< 0 <1, (wal(0, 0), Pc (1/2, 6), Р; (1/2, 0)y; 
в) —2<0<2, (wal(0, 0), Р, (1/4, Ө), Р, (1/4, 0)} 
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Коэффициенты а,(і) и аз(1) для рис. 1.17а можно легко вычис- 
JHTb: 


1/2 3/8 8 | 
а.) = | EOE G 9 90=2 | [pes n P (i, 0)d6; 
—1/2 0 

1/2 


a,() = | F(9P,(, 939 = 0; (1,76) 
is 


a(0) = | 1 3 40. 


Коэффициенты а, (і) и а(0) показаны на рис. 1.184. 


а) à) : _ д а 

дир M 40 4004 q(E), a) oyy 48. RD 
63 03 03 
82 02 02 

01 gr | 01 4 
р Е ЕЕ RS ДЕ еа: аат 


Ги— (2 д— ifa ш Е 


Рис. 1.18. Коэффициенты разложения треугольной функции 
в.ряды по полиномам Лежандра рис. 1.17 


Заменим в (1.75) 0 на 0'—0/y, где у=0(&) =&=2. При этом 
Р.(і, 0) и Р,(і, 0) растягиваются вдвое, как показано на рис. 1.176. 
Заменим функции (1.75) 


растянутыми функциями Р (119, 0) и 
Р.(1/2, 0): 
P, (1/2, 0) = Р, (1, 0/2) =2V3 (2-0); | ) 
P, (1/2, 0) = P, (1, 6/2) -— 75120 J- г; 
\3 1.77) . 
P,(9/2, 0) = Р, (9, 0/2) = — V7 [20 (2-6) — s(4- В] (1.77) 


P (2/2, 6) = Р, (2, 0/2) == 9 |560(--0) s 120 (— o) de 3 
Коэффициенты Qe(i/2) определяются выражением 
| 1 3/8 
a, (1/2) = | 2 (6) P312 9)d9 —2 |: — FO P, (i/2, 9) d 0. (1.78) 
=1 0 2 


Их значения представлены Ha рис. 1.186. Они не равны коэффици- 
ентам а (1), показанным на рис. 1.18а, так как, например, 
P. (2/2, 0) не равна Р, (1, Ө). 
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Растянем функции (1.75) в четыре раза подстановкой 0' —0/y- 
где у=у(Е) =Е=4, как показано на рис. 1.17в: 


P, (1/4, 6) = Р, (1, 0/4) — 2 V3 (19): | 
P, (1/4, 0) = P, (1, 94— — ИБ [(-ej — IE 
DNA. 9— p.(9. 9/4 ут |20 Б o) =g Ex oJ 
P, (2/4, 0) = P, (2, 0/4) = И 9 |560 = 9) —120 (s 0 
обе коэффициенты 4 (1/4) изображены на рис. 1.186: 
а, (i4) = | F (0) P, (i/4, °) 40= 2f (1 — = 8). (I4, 6) d. (1.80 
Чтобы DES предел iis больших значений [и #, 
необходимо знать Р, (ИЕ, 0) =Р. (і, 0/E) для больших значений і и 
малых значений 0/6. Известно асимптотическое разложение поли- 


номов Лежандра P;(x), которое справедливо для больших значе- 
ний | и малых значений х: | 


P; (x) "nil (1 — az sin[( RE y arcos x to x| — 
-zyr 80 [t i zi EE OS E = il (1.81) 


Используя (1.74), получаем: Р, (і, 0/8) yr 4 > 9. 
Предельные функции Р,.(џ, 0) и а, (в) получаются при $—-oo: 


P, (y, Ө) — ало 46; (1.89) 


а.) = (РР, (ы, дав = 


— оо 


3/8 
4 8 3 [sin3y/4 V? 
Vs ) | à ) cos ид dO "ue 3u/4 ). (1.83) 


Функция а, (и) есть обобщенное преобразование Фурье треуголь- 
ной функции, изображенной на рис. 1.17, по полиномам Лежандра. 
Она изображена на рис. 1.18а—в. Из рисунка наглядно видно, как 
коэффициенты 4(1), a.(i/2) m а,(1/4) сходятся к а (и). Функции 
@ (у) (рис. 1.15) и ac(u) (рис. 1.18) равны с точностью до постоян- 
ного множителя. Можно легко проверить по дифференциальному 
уравнению полиномов Лежандра, uro это выполняется и в общем 
случае: 


(1—3)z —2xz-Fj(--1)2—0; ]=0,1,2,.... (1.84) 
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Для малых значений x и больших j это уравнение вырождается B 
уравнение для синусоидальных и косинусоидальных функций: 
2" Рё = 0. (1.85) 

Таким образом, обобщение преобразования Фурье представ- 
ляет в основном интерес для таких систем ортогональных функ- 
ций, которые не определяются дифференциальными уравнениями, 
приводящимися путем растяжения к уравнениям синусоидальных 
или косинусоидальных функций. Так как функции Уолша опреде- 
ляются разностным, а не дифференциальным уравнением, можно _ 
ожидать, что они дадут лучший результат, чем полиномы Ле- 
жандра. Обобщение преобразования Фурье на преобразование 
Уолша—Фурье принадлежит Файну. Однако он не делал разли- 
чия между четными и нечетными функциями, что является полез- 
ным для применений анализа Уолша—Фурье в теории связи. Ма- 
тематически строгая теория функций Уолша, разделенных на чет- 
ные и нечетные функции (cal и sal функции), принадлежит Пихле- 
ру [2]. ros 

Пусть функции f(0, Ө), [с (1, 9), fs(Z 0) представляют собой 
функции Уолша: 


(0, 6) = wal(0, Ө); fe(i, 6) = cal (i, Ө); f, (i, Ө) = sal (i, 6). (1.86) 
Треугольная функция (рис. 1.19а) дает коэффициенты: 
1/2 RT. 3/8 
a(0) — | F (8) wal (0, 946-2 | (1— 7-9)a6; 
0 


—1/2 
3/8 

ali) = 2 | ( =. 279) а] (i,9)d6; a(i) = 0. 
0 м 


На рис. 1.208 показано несколько значений 02 (0) и а,(ї). 

. Положив и(Е) =&, получим cal(i/&, 0).—cal(i, 0/=) и за (ИЕ, 0) = 
=sal (i, 0/5). Из puc. 19а—в видно, uro cal (212, 0) и са! (41/4, 0) 
равны функции cal (i, 0), периодически продолженной соответствен- 
HO на два и четыре исходных интервала определения. Этот резуль- 
тат можно также легко получить из разностного ур-ния (1.28). 


Таким образом, на интервале —1/2«:0« 1/2 выполняются соотно- 
шения: 


cal(i, Ө) = cal (Ei, Ө/8) = cal Eit, 6); Е = 27; r= 1,2... -> «0« = 
= Из рис. 1.19а—в видно ‘также, что на том же интервале спра- 
ведливы следующие соотношения: 
cal (i, Ө) = cal (21/2, 0) = cal [(2i 4- 1)/2, Ө] = 
= cal (41/4, 0) = cal [(4i + 1)/4, 0] = cal[(4i + 2)/4, 0] = 
= cal [(4i + 3/4, Ө] = са (Е? + чу, Ө], (1.87) 
n=0, 1... 1 E- 2. 
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- = 77; 


/ 


Ü 


Ye O0' 1/0 


F(6) 
sat (1/2, 0) 
sat (1,8) 
sat (3/20) 
sut (2,0) . 
sdt (5/2 Ө) 


- 501 (3, Ө) 
- sat (72,0) 


sat (4 Ө) 


Е (Ө) 
sat (1/5 Ө 
И, 
sat (3/0 Ө) 
sat (7 Ө) 
sat (5/4 6) 
sal (3/2, 8) 
sat (74, 6) 
sat (20) 
sat (9/40) 
sat (92,0) 
sat (71/40) 
sat (3,0) | 
sat (1300) 
sat (7/2, 8) 
sat (15/4 Ө) 
sat (4,8) 


Рис. 1:19. Разложение функции F(0) в ряды по элементам Yonma, име- 
ющим различные интервалы ортогональности: 


а) — 112 <0< 1/2, (wal(0, Ө), cal (i, Ө), sal (i, 6)}; 
6) —1< 09 <1, (wal(0, 0), cal (//2, 0), sal (1/2, 0)); 
в) —2«90 < 2, (wal(0, 0), cal (1/4, Ө), sal (1/4, 0)) 
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Подстановка. (Ei 4-m)/£— y; ixzui- 15s (1.87) дает: 
cal(u, 9) = cal(j, 9; i <р< 1,1—1,2, . 5 
cal (u, 9) = wal (0, 9; Озь< 1; (1.88) 
1 1 
о 
S v < pes 


Соответствующие соотношения получаются для ѕа! (и, 9): 
sal (и, ©) = sal (i, 0); i—1«u«i і= 1, 2, .. 4; (1.89) 
— 1/2 < 0 < 1/2. 


Здесь предельные функции са! (џи, 0) и sal (и, 0) были выведе- 
ны эвристическим путем для интервала —1/2%0< 1/2. Пихлер no- 
лучил са! (џи, 0) и sal(u, 0) математически строгим путем для NOJN- 
ного интервала —oo <0< оо, но его доказательства требуют хоро- 
шего знания математики. На рис. 1.12 и 1.13 показано наглядное 
представление функций са! (џи, 0) и ѕа1 (џи, 9), найденное им [2]. 

Функции, идентичные на интервале —1/2<0< 1/2, дают одина- 
ковые коэффициенты разложения для F(0). Таким образом, для 
ас (иш) и as(p) получаем: 


а) =al) = f F(9)calq, 946. АВ | 


1/2 


1/2 


а.() =а(@= ( F(0sal(i,940, i—1«qu« i; 
s (и) = а, (i) E (Ө) sal (i, 6) сак (1.90) 
1/2 | 
a(Q)— а0) = È F@ do, 0<p<l; 
| —1/2 
И -— 1 99 m 


Ha рис. 1.206, в, г показаны коэффициенты ad (2i 4-m) /2]; 
aá(4i4-m)/4] и предел a.(p) для треугольной функции (cM. рис. 
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Рис. 1.20. Коэффициенты разложения треугольной функции F(0 
в ряды по элементам Уолша рис. 1.19 


4] 
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1.19). Вычисление ac(u) и as(u) для функций Уолша является 
очень простым. Для этого необходимо вычислить коэффициенты 
а(0), ас (1) и а. (1) и нанести эти значения от 0 до 1, от i no i+] 
или от Í до і—1. В результате получим а‹ (и) и а.(и) на интерва- 
лах 0zcu«l; (= и -+1 или i—l-«usxi. 


1.2.5. Быстрое преобразование Уолша— Фурье 


Время, необходимое для получения преобразования Фурье, 
можно существенно уменьшить, применяя метод, известный под 
названием быстрого преобразования Фурье. Соответствующее 
быстрое преобразование Уолша—Фурье было найдено Грином [1] 
и обобщено Вэлчем [2, 3]. Кан, Андрюс и Пратт использовали дву- 
мерное быстрое преобразование Уолша—Фурье для сжатия ин- 
формации изображения [4]. Вэлчел и Гвинн использовали его для 
классификации сигналов [5]. Здесь форма представления функций 
учитывает четность и нечетность функций и классифицирует их 
согласно числу перемен знаков, как на рис. 1.2. s 

Рассмотрим функцию F(0) на некотором интервале. Разделим 
этот интервал на 2" равных по ширине подынтервалов. Для иллю- 
страции будет рассмотрен случай 23=8. Обозначим средние значе- · 
ния Г (09) на восьми подынтервалах через А, В,.., Н. Таким oôpa- 
зом, Ё(0) представляется ступенчатой функцией с минимальной 
среднеквадратической ошибкой для данного числа интервалов. 
Преобразование Уолша—Фурье а‹(и) и а, (р) этой ступенчатой 
функции можно получить из средних значений А, В,..., Н c no- 
мощью рис. 1.2: 


+А+В+С+р+Е+Е+0--Н =а(0) ади), 0<и<1; 
—A-—B—C—D--E--F-4-G--H-—a,(1)—a,(w), 0<ы<1; 
—А—В+С+р+Е+Е—а—Н=ад1)=аи, 1<u<2; | 
AFB C DIENE OF H a Oa l«pa2; 
+4—B—C+D+E—F—G+H =a (2)=a (u), 2<1<3; 
—A-FB-4C—D-FE—F—G--H-a,8)—a,u), 2<u<3; 
—A+B—C+D+E—F+G—H =а,(3)=ад), 3<u<4; 
+4—B+C—D+E—F+G—H —a,4)—a,y), 3<u<4. 


Чтобы получить 2” коэффициентов а (и) и as(u), в общем слу- 
чае необходимо произвести 2^(2"—1) операций сложения. Быст- 
poe преобразование Уолша— Фурье требует только Эти сложений. 
Заметим, что преобразование Уолша— Фурье не требует выполне- 
ния операций умножения, которые занимают много времени в слу- 
чае быстрого преобразования Фурье). 


t) Можно получить преобразование Хаара—Фурье для полных ортогональ- 
ных систем функций Хаара [6]. Это преобразование может быть еще лучше ис- 
пользовано для цифровых вычислений, чем быстрое преобразование Уолша— 
Фурье (сообщено лично Андрюсом). 
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Для объяснения быстрого преобразования Уолша—Фурье об- 
ратимся к табл. 1.1. В столбце 0 указаны восемь дискретных ам- 
плитуд А, B,.., Н и их более общая запись S % у. В столбце | yka- 


заны суммы и разности каждой пары дискретных амплитуд и их 
более общая запись. Суммы и разности членов столбцов | пока- 
заны в столбце 2, а в столбце 3 показаны суммы и разности чле- 
нов столбца 2. Общее обозначение Sj 5 указывает в каждом CNY- 


чае, какие члены предыдущего столбца складываются или вычи- 
таются. Третий столбец дает коэффициенты Уолша—Фурье a(0), 
ас(1) и аз(1). 

Быстрое преобразование Уолша—Фурье можно представить 
рекуррентной формулой или разностным уравнением, которое вы- 
текает из разностного уравнения функций Уолша (1.29): 


r Сте 2. us 
Sin = c ПНР [а + (— Пи], (1.91) 

> Ev 
где [j/2] — наибольшее целое число, меньшее или равное —- J 


х=0 для четных j, х=1 для нечетных j; k=0,1,..., 2"-"—1; m=0, 
1..... п; p=0 или 1; j=0, 1,..., m; 2" равно числу отсчетов амплитуд. 

_ Для примера рассмотрим член для ј=3, р=1, k=0, т=3. OT- 
сюда [j/2] 2[3/2]-4 и х=1: 


Si = (— 1) [60000 1491]. 


Найденное выражение совпадает с выражением, находящимся в 
правом нижнем углу табл. 1.1. 

Значения [j/2] и x можно вычислить в двоичных вычислитель- 
 HHIX устройствах следующим образом. Пусть j записано B двоич- 
ной форме. Деление на два соответствует сдвигу всех разрядов на 
одну позицию в сторону младших разрядов. Число слева от 
запятой равно [7/2]. Число справа равно x. Например: j—28— 


— 10111, -1=11,5=101141, [j/2]-11.21011, x—1. 


Вычисление начинается с определения 2” членов 207 k=0,1, 
.... 2^—]1. Из [/2]=[0/21=0 следует, что можно вычислить члены 
эр ‚ Е=0,1, .., 2^-—]. Они приведены во второй колонке табл. 
1.1. Дальнейшие члены с [1/2] =[1/2]=0 нельзя вычислить, так как 
для этого требуются члены О в то время как известны только · 
члены с х=0. 


Члены 50 позволяют вычислить 2" членов S55 и 2^—' членов 
52 , так как х может принимать значения 0 или 1 и, следователь- 
HO, ј может принимать значения 0 или 1, что дает [//2]=0. 


Быстрое обратное преобразование Уолша—Фурье получается 
путем вычисления коэффициентов А, B, .. Н из коэффициентов 
а(0), 2.(1), ..., 2.(4). Это можно сделать, инвертируя рекуррент- 
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Таблица 1.1 


Быстрое преобразование Уолша— Фурье 


ъО&— EE 


1 


2 


3 


50;0 = А 
51,0 = В 
52,0 = С 
Sio = р 
560 = Е 
55:0 = Ё 
SQ 7 6 
Spo Н 


e. 
um 


Sii = + (59:0 
95 m 
Я =— (850 — 


ELS 


MET 

0, T 
o 
il E 


се 
ан 


он 


E 
ri 
ВЕС 
$; — — (501 — 
= 
ВЕЕР 
809 = + ($01 
ЗЕЕ 
E Bee Cc 
REA 
Lue 
ВСР 


503 = + (590+ 
+ 581) = +Е + 
+F+6+H 
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Sos =+ (50:9 + 
$1:2) = + А+ 
T Bt С + D4-E4-F + 
ОН 
503 = — (500 
= slc 
—D-E-FF-FG--H 
503 = + (502 — 
— 815) = — А-В 
+C+D+E+F— 
c SH 
503 = — (502 
+ 501) = + A4 B— 
—CIDqE qe 
— G-H 
Ss — — (503 + 
+ 515) = +4—B— 
—C+D+E—F— 
арн 
Sos = + (502 — 
— 81:0) = –А+8+ 
+C>=D+E—F— 
ера 
Si: 3 wr ERU ( Sp; 


EHE 
2С УЕ F4 
--G—H 


e = (50:2 + 
$12) = +А— В+. 


C. D-J-E—F4- 
p dE 


ную формулу для SP? . Из суммы и разности 5/0, и SL полу- 
чаем следующие рекуррентные формулы: 


З -y (— ПА (SES SER) ; 
SERLE = 0 DU (SES — 8). 
Эти формулы можно объединить B одну: 
Зи = (c НИ (Въ (— 12 Sp),  — (199) 


где р=0 или 1; х=0 для j— четных, х=| для ј — нечетных, 
[1/2] — наибольшее целое число, меньшее или равное (1/2) 1. 


1.2.6. Обобщенное преобразование Лапласа 


Преобразование Лапласа X (©, v) временной функции F(0) иоб- 
ратное преобразование можно записать в следующем виде: 


X (o, у) = ( F() e е2" 280, — (1.93) 
0 ee 


Е (0) = e” f Х(о, v) e 4х. (1.94) 
Очевидно, что преобразование Лапласа от функции F(0) мож- 
но рассматривать как преобразование Фурье от F(0)e °°. Множи- 


тель e °? делает функции F(0) преобразуемыми по Фурье, да- 
же если они квадратично неинтегрируемы. С учетом этого заме- 
чания из (1.93) и (1.94) получаем обобщенное преобразование 
Лапласа: | 


а. (с, v) = (лө) ес 0 d 6; (1.99) 
0 
а6, №) = f Е(Ө) p- 7? f, (v, 9) 46; 
ò | 


F() — е9 ( la (s, ЭГ, O+ asl, ЭР, Old v. (1.96 


Как и B случае обобщенного преобразования Фурье, нижний 
предел интегралов (1.95) не равен — со, так как множитель ея 
может сделать эти интегралы расходящимися. Функция F(0) дол- 
жна достаточно быстро стремиться к нулю при больших отрица- 
тельных значениях 0. Здесь используется обычное предположение 
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1.3. 
ОБОБЩЕННАЯ ЧАСТОТА 


1.3.1. Физическая интерпретация обобщенной частоты 


Частота — это параметр, по которому различаются отдельные 
функции системы (cos 2nft} или (sin 2л}. Обычно физически ee 
интерпретируют как число периодов за единицу времени. Нор- 
мированная частота v—[T интерпретируется как число периодов 
за временной интервал, равный Г. 

Обобщенную частоту можно интерпретировать как половину 
среднего числа пересечений нулевого уровня за единицу времени 
или как половину среднего числа перемен знаков за единицу вре- 
мени. Нормированную обобщенную частоту и можно интерпрети- 
ровать как половину среднего числа пересечений нулевого уров- 
ня за отрезок времени, равный Г. Обобщенная частота имеет раз- 
мерность [c-1]: 

u-9T; ф= ШТ [c 1. (1.97) 


Определение обобщенной частоты было выбрано таким образом, 
чтобы оно совпадало с определением частоты, если его применить 
к синусоидальным и косинусоидальным функциям. Например. 
синусоидальное колебание с частотой 100 Гц имеет 100 периодов 
в секунду или 200 пересечений нулевого уровня в секунду. Поло- 
вина числа пересечений нулевого уровня равна 100, что равно по 
величине и по размерности частоте 1). | 

Точки пересечения нулевого уровня синусоидальных и косину- 
соидальных функций расположены равномерно во времени, одна- 
ко определение обобщенной частоты применимо и к функциям с 
неравномерным расположением точек пересечения и даже к He- 
периодическим функциям. 

Для обобщенной частоты ф полезно ‘ввести термин «частость». 
Одной из причин этого является то, что термин «обобщенная ча- 
стота» уже использовался в теории затухающих колебаний; вто- 
рой причиной является то, что волны в трехмерном пространстве 
характеризуются как частотой, так и частостью. Частость опреде- 
ляется как половина среднего числа пересечений нулевого уровня 
в секунду; для нее можно использовать сокращение «zps»?). 

Рассмотрим функции Уолша cal(i, 0) и sal(i, Ө) (рис. 1.2). Be- 
личина i равна половине числа перемен знаков на интервале 
1/2=<0<1/2, а ф=ИТ есть частость периодически продолженных 
функций. Если растянуть функции в раз, то они будут иметь 2i 
перемен знаков на интервале — 1/22<0< 1/2; ИЕ=ци будет рав- 


1) Число перемен знаков в единицу времени было использовано для опре- 
деления мгновенной частоты частотномодулированного синусоидального колеба- 
ния {1, 2, 3]. 

2) Произошло от number rero crossings per second — число пересечений 
нулевого уровня B секунду. (Прим. ред.) 


46 


HO половине среднего t) числа перемен знаков на интервале дли- 
тельностью І. 

Рассмотрим в качестве примера периодически продолженные 
полиномы Лежандра P.(i, 0) и Р.(& 0) (рис. 1.17а). Они имеют 
2i перемен знаков на интервале — 1/2<0< + 1/2. Их растяжение 
в Е раз приводит к тому, что интервал, становится равным E H 
ПЕ=ц становится равным половине среднего числа перемен 3Ha- 
ков за временной интервал длительностью 1. 

Заменим нормированные переменные v и Ө в функции sin 2луб 
ненормированными переменными f—v/T и t=0T: 


sin 2x0 = sin 2x (Т) ИТ = sin 2x ft. (1.98) 


Параметр Т в (1.98) пропадает. Синусоидальные и косинусоидаль- 
ные функции содержат три параметра: амплитуду, частоту и фа- 
зовый угол. Это несправедливо для полных систем ортогональных 
функций, у которых частость и временная база не связаны 3Ha- . 
ком умножения. У функций Уолша sal (р, 9) или полиномов Ле- 
жандра Р. (и, 0) между џи 0 стоит запятая. Таким образом, под- 
становки ф=и/Т и £—9T дают: 

са (и, 0) = sal (ФТ, HT); Р, (ы, € = P, (ФТ, ИТ). (1.99) 
Эти функции содержат в своем общем виде четыре параметра: 
амплитуду V, частость Фф, задержку fo и временную базу Т: 


V sal (ет, — VP. (oT, = 


Т 
1.3.2. Спектр мощности, спектр амплитуд, фильтрация сигналов 


Частотную функцию а?2, (у) +02; (у) можно получить из преоб- 
разований Фурье а, (у) и а, (у) (1.51) и интерпретировать ее как 
частотный спектр мощности. По аналогии частостную функцию 
а (в) +а?, (и), полученную из обобщенных преобразований Фу- 
Dbe ac(p) и as(p) (1.62) и (1.63), можно интерпретировать как ча- 
стостный спектр мощности. Возведем (1.58) в квадрат и проинтег- 
рируем, использовав соотношение для коэффициентов (1.59): 


[roe- fpe У P9 
Fe (c) «(e 948 


Интегралы or произведений различных функций равны нулю B CH- 
лу ортогональности этих функций. Интегралы от #2 (0/=, 9), 
(ИЕ, 0), 2. (ИЕ, 0), умноженные на И *, дают 1: 


[row fett) $ [etetal] 


!) Частость периодической функции равна половине числа перемен знаков 
за период, частость непериодической функции равна пределу половины числа 
перемен знаков за единицу времени, если этот предел существует. 
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Эта сумма имеет TOT же вид, что и (1.58). Таким образом, ее мо- 
жно интерпретировать как площадь под ступенчатой функцией и 
для больших значений Ё и у=у(&) заменить интегралом 

со 


e Df | 
| Р? (0) d0 = | [2 (ш +0 (u)jdu= = а (и) - а? (и)| ар. (1.100) 
— C0 0 0 

Используя ненормированную запись, получаем 


( F? (ИТ) а T Í [o (Ф, T) 4- a? (Ф T)] d(o d: (1.101) 
— 00 0 


Величина  T[a?.(u) -- a3; (u)]du — есть энергия компонент от 
бе (и) (р 0) до ac(u--du)fe(u--dp, 0) m от а, (и), (ы, 9) до 
а: (и ар) 7: (и- 4, Ө), если интеграл от F?(f/T) рассматривать как 
энергию сигнала F(0). Таким образом, G^.(u) +а?, (и) имеет pas- 
мерность мощности и ее можно интерпретировать как частостный 
спектр плотности мощности. 

Используя функцию — G(w) =A (v) +B (v) = (1/2) У Ха. (у) + 
+а,(у)], можно переписать частотный спектр мощности Q (у) + 
+а?, (у) в следующем виде: 


а, (v) + a2 (v) = 2 [Æ (v) + В? (y)] 2 @ (у) + С° (— у). (1.102) 


Здесь использованы соотношения (1.16), (1.19) и (1.52). Частост- 
ный спектр мощности можно записать в виде 


ас (p) + а; (1) = 4 [Æ (u) + В? ()] = 0? (1) + 0° (— р). (1.103) 


Қвадратный корень | 42 (%) -- a; (у) можно интерпретировать 
как частотный спектр амплитуд. Такая интерпретация невозмож- 
на для корня из частостного спектра мощности | а? (p) + а (р) |", 
так как для этого необходимы специфические свойства CHHyCOH- 
дальных и косинусоидальных функций t). 

Используя соотношение 


Asin х + B cos х = (42+ В)” cos (s — arc tg A (1.104) 


? 


(1.52) можно переписать B следующем виде: 
F(9 = V2 (La (9) + a? (v) | cos [2v0 — arc tg a dv. (1.105) - 
б l CENY. 


2 2 1/2 
Множитель | a? (v) + 5 (у) | Ё можно интерпретировать как частот- 
ный спектр амплитуд, так как он представляет собой амплитуду 


1) Для вывода теоремы Винера—Хинчина в обычной форме записи требуют- 
ся теоремы сложения синуса и косинуса. Поэтому другие системы функций не 
имеют прямого аналога теоремы Винера—Хинчина. У функций Yonma имеется 
абстрактный аналог этой хеоремы, основанный на двоичной корреляционной 


функции | 2) G (0 Ф т) 40. 
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жа А А №. - = — tuc =- «ее. — — "c ӘЧЕ "uA ERU IEEE — ТСС — ECVOR | oca AaS E me m аьа. — = 4“ c n MN 


колебаний с частотой у без учета фазового углаагс tg EM s Ee: 
ас (У 

ли функции He удовлетворяют теореме сложения (1.104), то такая 

интерпретация для квадратного корня [42 (и) {а (р) невоз- 

можна. Однако ac(u) и а,(џ) аналогично а, (у) и а, (у) можно pac- 

сматривать как амплитудные спектры четной и нечетной части 

функции 2 (6). 

Фильтры или, в более EN случае, системы, которые преоб- 
разуют входной сигнал F(0) в выходной Ру(0), можно описать 
операторами. В связи с применением полных систем ортогональ- 
ных функций особенно важным является понятие линейных опе- 
раторов, которые используются для описания линейных систем. 
Обозначим через @ оператор и через (f(j, 9)) — полную систему 
ортогональных функций. Применение Q к определенной функции 
или входному сигналу [(j, 0) дает на выходе сигнал q(j, Ө): 


Qf (j, 9) =q (j, 9). (1.106) 
Оператор Q называется линейным, если для всех функций CH- 


стемы {/(/, 0)) выполняются законы пропорциональности и супер- 
позиции соответственно: 


Qa(i f, 9 —a() Qf (, 9); "0:107 
“a(i fC, 9) = Y 9a()f d. 0). = (1.108) 
I= = J=0 


Оператор Q может быть функцией j и Ө. Если Q зависит от 0, 
то оператор и система, которую он описывает, являются линейны- 
ми и зависимыми от времени; в противном случае они линейны и 
инвариантны во времени. Примером линейной системы с перемен- 
ными во времени параметрами может служить амплитудный MO- 

дулятор. Пусть входной сигнал F(0) представлен в виде суммы 

£Za(j)l(j 9), а несущая представлена в виде h(k, 9) =©. Сигнал 
h(k, 0) может быть, например, синусоидальной несущей 
V 2sin2xk0 или несущей Уолша wal(k, 0). Амплитудно-модулиро- 
ванный сигнал с подавленной несущей запишется в виде: 


F (0) № (k, 0) = QF()) = QV а, 9 = У alal, 6); (1.109). 
/=0 ј=0 
q(j, 9 = h(k, © F (j, 9). 
Если h(hb, 0) является несущей Уолша wal(k, 0), то для функ- 
ции f(j, 0) лучше использовать функции Уолша wal (j, 0). Для 
q(j, 9) получаем: q(j, 0).—wal(£&, 0) wal(j, 9) =ма1( Фр, 9). Если 


h(k, 0) является синусоидальной несущей У 2 sin 2xk0, то B Ka- 
честве функций системы {f (j, 0)) лучше использовать функции f (0, 


0), V 2 sin 21x10 u 2 cos 2л. Тогда функции q(j, 9) равны: 


4 (0, 0) = ИЗ sin2n £0; 
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q (2%, 0) = cos 2x (k — i)  — cos 2л (Е + i) 6; 
q (2i — 1, 0) = sin 2n (k — i) 0 + sin 2s (k + i) 6; 
По оа Б po ul. 


_ С развитием теории связи определение линейности менялось. 
Первоначально оно относилось только к дифференциальным опе- 
раторам, затем к операторам, независимым от времени, но необя- 
зательно дифференциальным. Используемое здесь определение не 
требует, чтобы Q был дифференциальным или независимым от 
времени оператором. Такое определение давно использовалось ма- 
тематиками; его внедрение в связь часто приписывают Вуншу [1]. 

Если система описывается линейным оператором © и если 
имеется свобода выбора системы функций (f(j, 0)), то можно Bhl- 
брать систему собственных функций Q. Уравнение (1.106) в этом 
случае записывается в виде 


9f (j, 9 — b (jf (j, Ө). (1.110) 


Удобно называть }(], 9) собственной функцией Q даже в том слу- 
чае, если [(], Ө) в правой части (1.110) будет заменена сдвинутой 
во времени функцией flj, 06—60(7)]. 

_ В частотной теории связи характеристики фильтра можно ONH- 
сать затуханием и фазовым сдвигом. Это описание предполагает, 
что ко входу фильтра приложено напряжение U cos 2nfí. Ha BH- 
ходе фильтра появляется установившееся напряжение U.(f)X 
x соѕ [2л -- ое (T ) ]. Частотные функции  —  2log U,(f)/U = 
——2log U.(v)/U и a.(f)-—«m.(v) называются соответственно ча- 
стотным затуханием и фазовым сдвигом. Пусть входной сигнал 
F(0) имеет преобразование Фурье а, (у) и а. (у). Тогда выходной 
сигнал получаем из (1.52): 


а) = yo ( (a, (у) К „(у)соѕ[27у0-+-а,(у)]--а,(у)К (v) sin воа T 
i K,(vy) 2U,()U; у= |Т; 0-tIJIT. : 


Описание фильтров с помощью частотного затухания и фазо- 
вого сдвига особенно удобно для телефонных фильтров. Согласо- 
ванные фильтры, с другой стороны, обычно описываются C помо- 
щью импульсной переходной функции. В этом случае ко входу 
фильтра прикладывается импульс напряжения в виде функции 
Дирака 6(£) и определяется напряжение на выходе iD (0). Таким oô- 
разом, нет необходимости обращаться к синусоидальным и коси- 
нусоидальным функциям. Выбор` системы функций для описания 
фильтров определяется только соображениями удобства. 

Пусть на вход фильтра вместо U соз 2 поданы напряжения 
ОТ. (и, 9) и Ufs(u, 0). Функции «(№ 0) и ї. (и, 0) — те же, что и 
в обобщенном преобразовании Фурье (1.63). Тогда на выходе 
фильтра будут появляться установившиеся напряжения Ос (џи) felu, 
9—0. (и)] и О. (ь)Ыь, 0—0:(u)] Назовем —2 log Ис (в) /Un— 
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—2 jog U;(u)/U коэффициентами затухания. Функции O0c(p) и 6. (п) 
назовем задержками, так как термин «фазовый сдвиг» неприме- 
ним к функциям, отличным от синусоидальной и косинусоидаль- 
ной. Если «(ц, 0) и ў: (и, 0) являются синусоидальной и косинусо- 
идальной функциями, то эти простые соотношения справедливы 
для фильтров, содержащих емкости и индуктивности. Однако мо- 
жно построить фильтры, содержащие перемножители, интеграто- 
ры, накопители, резисторы и переключатели, которые не бу- 
дут искажать функции Уолша, но будут искажать синусоидальные 
и косинусоидальные функции. Такие фильтры лучше описывают- 
ся функциями Уолша. 

Пусть сигнал F(0) имеет обобщенные преобразования Фурье 
ac(u) и а. (в). Пусть затухания и задержки будут —2 log Из (и) /(, 
—21logU;(u)/U и 6% (в), 60. (в). Из (1.64) получим выходной сиг- 
нал: 


Ро (0) = | {ак flu 9— Ө, ()12- asly) К.) 7..0 — 6:021) di 
; 0 А 


Сравнение (1.111) и (1.112) показывает, что (1.111) содержит 
только К,.(у) и а, (у), Ho не содержит Ks(v) и as(v). Последние 
члены появятся, если частотные фильтры будут иметь разные ха- 
рактеристики для синусоидальной и косинусоидальной функций од- 
ной и той же частоты. Тогда входное напряжение (эт 2л? npe- 
образуется в выходное напряжение  U;(f)sin[2mjt--os(f)] а не в 
U.(f) sin[2zft--ac(f)]. Такое различие между синусоидальной и KO- 
синусоидальной функциями может иметь место только при нали- 
чии в цепи зависимого от времени элемента и поэтому не может 
возникнуть в линейных и инвариантных во времени частотных 
фильтрах. 


112) 


1.3.3. Примеры преобразований Уолша— Фурье 
и спектров мощности 


На рис. 1.21 показаны функции времени F(0), ux преобразова- 
ния Уолша-— Фурье С(и), ac.(p), as(p) и частостный спектр мощ- 
ности а% (и) + а2. (в): 


о | \ 
GQ) = —V2 f Е(8) lcal (u, 9) + sal (p, 0)149; | 


1.113 
a) = ТУВЫ а.) = УЗО | ^^” 


a? (р) аз (р) = G (u) + G (— Ш. j 


Можно видеть, что сжатие первого импульса в два раза при- 
водит к пропорциональному растяжению преобразования С (и). В 
пределе получается ё-функция. Ее преобразование С (р) имеет no- 
стоянное значение во всем интервале —oo «pu « oo. 
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Далее можно видеть, что преобразование б (ц) импульсов Уол- 
ша (строки 1, 4, 5, 8) ограничено по частости. Это существенно 
отличается от. хорошо известного результата анализа Фурье, за- 
ключающегося в том, что функция, ограниченная во времени, не 
может иметь ограниченного по частоте преобразования Фурье. 


RO О 0.00 0 a; (A)* ad Cut) 
wal (009)- ЕР BE БЕ — oe AI 


ОС А Е З Е ет БВВ a ВО 


Е тЫ Ec s ema a 2: 


10,0) а a Пе ВЫШЕ 


aeo QH ~a TENSA -pH- —FhurE: 


acon pann пп п.п 


и НЫ epe LLL 


eim] 
-12 2) р-а à o gatis dee s Е РАСА, 4 
0 —>- A — J E y: — E — | 
Рис. 1.21. Некоторые временные функции, их преобразования Уолша—Фурье 


@ (в), &c(p), а. (и) и частостный eve мощности а?,(и) +а?, (и) = С2(0) + 
TG*(—p) 


Преобразование Фурье для синусоидальных и косинусоидальных 
импульсов (см. рис. 1.1), показанное на рис. 1.6, является беско- 
нечным по оси частот. Преобразование Уолша—Фурье устраняет 
это неудобное свойство обычного преобразования Фурье; ширина 
полосы в случае преобразования Уолша-Фурье, конечно, OTHOCHT- 
ся к полосе частостей. 

Класс временных функций, ограниченных как по времени, так и 
по частости, можно установить, исходя из рис. 1.21. Импульсы 
Уолша са1(1, 9) и sal(i, 9) равны нулю вне временного интервала 
—1/2z:0« 1/2. Их преобразования Уолша— Фурье равны нулю вне 
частотных интервалов — (1+1) <и=< (1-1) или —=< = Ta- 
ким образом, любая функция времени Ё (0), состоящая из конеч- 
ного числа импульсов Уолша, ограничена как по вре так и 
по частости. 


1 
Е (0) = a (0) wal (0, €) + V. а, (2) cal (i, 6) + а, (i) sal (i, 6); (1.114) 
i=l 
wal (0, 0) = cal (i, 0) = sal (i, 0) = 0 для |0]| 1/2. 
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Пусть F(0) имеет преобразование Уолша—Фурье С (в). Тогда вы- 
полняются следующие соотношения: | 


Е (0) = 0 для |0| 1/2; (1.115) 
б (и) = 0 для |Ы > 1-1. 
Ортогональность системы функций инвариантна по отношению: 
к обобщенному преобразованию Фурье, а последнее включает в 
себя преобразование Уолша—Фурье. Таким образом, б (р) MOX- 
но записать в простой форме, если известны коэффициенты a(0), 
a,(i) и а,(і) разложения (1.114). Пусть q(0, в), geli u) и q:(i, в) 
обозначают преобразование Уолша—Фурье функций wal (0, 0), 
cal (i, 0) и sal (i, 9). Находим преобразование С (u) от Е(6): 


l 
G (p) = a(0) q (0, p) + У, lae (Ù) qe (i, в) + а, (i) qs (, в]. (1.116) 
i—0 
Функции q(0, u), 9:(1, и), qe(1, и), ..., 9:(3, p) показаны во второй 
колонке рис. 1.21 в строках 1, 4, 5, ..., 8. Нетрудно получить функ- 
UHH 4с(1, р) и 9. (1, и) для больших значений i. 
На рис. 1.22 показаны преобразования Уолша—Фурье для CH- 
нусоидальных и косинусоидальных импульсов, равных нулю вне 


B y WE : 
Wat (0,0) | wat (0,0) 


Je у? sin 250 Hc V2 sin 23,0 
10 : p 
allilla /2 005220 Е 10005270 


Ji 


: т’ 102 o 


10 


10 
Г | 2 с05476 Y2 cos 4x: 8 
TUE О EMIT [ene vie sot -10——5--0 pm 
Puc. 1.22. Преобразования Рис. 1.23. Коэффициенты раз- 
Уолша—Фурье  Gí(p) синусо- ложения периодически продол- 
идальных и косинусоидальных женных синусоидальных и ко- 
импульсов, полученных из эле- синусоидальных элементов, 
ментов рис. 1.1 изображенных на рис. 1.1, в 


ряды по периодическим YHK- 
циям Уолша cal(i,0) и sal(i, Ө) 


интервала —1/2<0<1/2. Можно видеть, что ортогональность IO- 
лученных функций сохраняется. На рис. 1.23 показаны коэффи- 
циенты Q(0), as(i) и a(i) разложения периодических синусои- 
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дальных и косинусоидальных функций в ряд по периодическим 
функциям Уолша. Сплошной спектр (рис. 1.22) здесь трансформи- 
ровался в линейчатый. Нетрудно видеть аналогию преобразования 
Фурье импульса и разложения в ряд Фурье соответствующей пе- 
риодической функции. | 

На рис. 1.24 показан частотный спектр мощности а% (у) + 
+a? (v) = G?(v) + G?(—v) для первых пяти синусоидальных и KOCH- 


в) +6269) — 


ELE 


БЕБЕ ЕАС ЕЕЕ 
56 133 М 25 35 ИЩИ 


Рис. 1.24. Частотный спектр мощности G?c(v)--a?3;(v) = G?(v) +@?(—%) синусои- 
дальных и косинусоидальных импульсов, изображенных на рис. 1.9: 
а) [(0, 9); 6) (І, Ө); (0, 0); в) 7(3, 9), [ (4, 0); г) частотный спектр мощности 
прямоугольных импульсов рис. 1.3 при условии, что они имеют в пять раз ббль- 
шую энергию импульсов рис. 1.9 


нусоидальных импульсов, показанных на рис. 1.9, и прямоуголь- 
ных импульсов, показанных на рис. 1.3. Площадь под кривыми, 
будучи умноженная на Т, дает энергию сигналов. Частотный 
спектр. мощности на полном интервале —оо<0< оо получается 
зеркальным отображением кривых (рис. 1.24) относительно оси 
ординат. 


2. 
НЕПОСРЕДСТВЕННАЯ ПЕРЕДАЧА СИГНАЛОВ 


2.1. 


ОРТОГОНАЛЬНОЕ РАЗДЕЛЕНИЕ КАК ОБОБЩЕНИЕ 
ВРЕМЕННОГО И ЧАСТОТНОГО РАЗДЕЛЕНИИ 


2.1.1. Представление сигналов 


Рассмотрим телеграфный алфавит, состоящий из конечного чис- 
ла символов. Примером такого алфавита может служить телетайп- 
ный алфавит, состоящий из 32 символов. Обычно эти символы; 
представляются комбинациями из пяти коэффициентов, принимаю- 
щих значения +1 или — 1: 
символ 1: +І+1+1+1+1 
символ 2: +1+1+1+1—1 
De e 
В общем случае символы могут состоять из набора т коэффи- 
циентов, принимающих произвольные значения. При этом любой 
символ х можно записать в виде 
д, 0) 2а, (1, 0, 0,2. г ат. ОЙ 
Другим важным способом представления символов является 
представление их с помощью временных функций. Рассмотрим Mmo 
временных функций /(ј, 0). Умножим функции на коэффициенты 
а И j) и сложим произведения. Тогда получим представление х-го: 
символа временной функцией F ЧА | p 


F0 = Y в, 016,9. (2.2). 
j=0 


Если система функций {f(j, 0)) линейно независима, то по 
функции P,(0) можно восстановить каждый из коэффициентов 


а, (j). Этот процесс особенно прост в том случае, если функции Op- 
тогональны. Пусть функции ортогональны и нормированы на ин- 
тервале —1/2«:0«1/2. Коэффициент а, (8) можно получить ум- 
ножением Ё, (0) на f(k, 0) и интегрированием произведения. Для 
ЭТОЙ операции обычно используют название «корреляция Г, (0) c 


(А, Ө) >: А а 
EZ eren a, () T 0) f (k, 0) d0 = а, (k). (2.3) 


21/5 zo 
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Пусть, а, (0), а, (2), а, (3) равны +1 и a, (1), a, (4) pas- 
ны —1. Если функции f(j, 0) представляют собой прямоугольные 
импульсы, показанные на рис. 1.3, то F (0) имеет вид функции, 


показанной на том же рисунке. 69 (0) представляет собой напря- 
жение или ток обычного телетайпного сигнала как функцию вре- 
мени. 

Значения коэффициентов а, (ј), передаваемых сигналом F (98) 
(рис. 1.3), также можно получить C помощью отсчетов значений 
сигнала в соответствующие моменты ‘времени. При этом способ 


передачи называют временным уплотнением или временным раз- 
делением. | 


Прямоугольные импульсы (рис. 1.3) можно рассматривать как 
частотные функции j(j, v). Тогда х-й символ представляется Ya- 
стотной функцией P,(v). Если приложить сигнал Г, (у) к пяти 
соответствующим полосовым частотным фильтрам, то можно вос- 
становить коэффициенты квантованием выходных напряжений 


этих фильтров. Способ передачи обычно называют либо частотным 
уплотнением, либо частотным разделением. 


Для большинства систем ортогональных функций невозможно 
определить переданные коэффициенты по одному отсчету во вре- 
менной или частотной областях без последующего вычисления 1). 
Свойство ортогональности согласно (2.3) позволяет всегда восста- 
новить эти коэффициенты. В этом случае применим термин «орто- 
гональное разделение» или «ортогональное уплотнение». Преиму- 
ществом ортогонального разделения является то, что число при- 
годных систем функций гораздо больше, чем число систем функ- 
ций для временного или частотного разделения. Таким образом, 


существует большая свобода выбора оптимальной системы для 
конкретного применения. 


В теоретических работах символы часто представляют в виде 
векторов в пространстве сигналов. Возникает вопрос, как это век- 
торное представление связано с представлением ортогональными 
функциями? Рассмотрим т-мерную прямоугольную декартову CH- 
стему координат с единичными векторами е;. Длины этих векторов 
равны интегралу от квадрата ортонормированных функций [ (1, 0): 


1/2 
| Р (j, 940 = ее; = 1. (2.4) 


—1/2 


Скалярное произведение векторов e; и ер, ј52 равно 0, так как 
они перпендикулярны друг к другу. Таким образом, связь между 
представлением ортогональными функциями и векторным пред- 


1) Для вычисления коэффициентов необходим более чем один отсчет зна- 
чений сигнала. Таким методом является метод вычисления интеграла (2.3), од- 


нако он не подходит под обычное понимание временного или частотного разде- 
дения. 
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ставлением можно выразить уравнением ортогональности: 


12 
| F (j, 0) F (k, 0) 40 = eje, = 6,,. (2.9) 
—1/2 
Символ х в пространстве сигналов представляется вектором 
y 
т—1 
Е == У, a, (i) е. (2.6) 
10 


Вместо т ортогональных векторов можно использовать т ли- 
нейно независимых векторов. Это представление получается, ког- 
да функции f(j, 0) неортогональны, но линейно независимы. 

_В качестве практического примера рассмотрим телетайпный 
символ а (0), состоящий из пяти синусоидальных и косинусои- 


дальных элементов, показанных на рис. 1.1: 
Е, (6) = а, (07 (0, 6) + a, (1) V2sin420 + а (2) V2 x — 
X cos 470 -+ а, (3) V 2 ѕіпблӨ + a, (4) V2 cos 4n8; (2.7) 
— 1/2 < 0< 1/2; 0 =#Т. 


Если принять длительность` телетайпного сим- 
вола равной 150 мс, что чаще всего исполь- 
зуется, то Т равно 150 мс. Коэффициенты 
a,(j) равны +1 и —1 для системы с актив- 


ной паузой и +1 и 0 для системы с пассивной 
паузой. Пусть на приемном конце сигнал 
E. (0) непрерывно подается на пять перемно- 
жителей, где он перемножается с пятью функ- 
циями от f (0,0) до V 2 соѕ блӨ. Полученные 
напряжения интегрируются в течение времен- 
ного интервала — 1/2<—<0<1/2. Torna выход- 
ные напряжения интеграторов в момент вре- 
мени 9=1/2 представляют собой значения ко- 
эффициентов а, (1) B ф-ле (2.7). На рис. 2.1 


показаны осциллограммы выходных напря- 


Рис. 2.1. Обнаружение коэффициентов +1 и —1 путем 

нахождения взаимокорреляционной функции 32 различ- 

ных телетайпных сигналов, составленных из CHHyCOH- 
дальных и косинусоидальных импульсов 


жений пяти интеграторов на интервале —1/2<0<1/2. Для’ 
каждого из пяти выходных напряжений существуют 32 раз- 
личные реализации, соответствующие 32 буквам телетайп- 
ного алфавита. 16 реализаций приводят к значению +1 и 16 pea- 
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лизаций — к значению —1. Это указывает на TO, что использует- 
ся телетайпная система с активной паузой. В системе с пассивной 
паузой 16 реализаций приводят к значению 0 вместо значения —1. 
Некоторая асимметрия между реализациями, ведущими к +1, и 
реализациями, ведущими к —1, вызвана присутствием дополни- 


тельного сигнала У 2 sin 270, который добавлен для синхрониза- 
ции. По этой причине в ф-ле (2.7) не содержатся элементы 
V 2 sin?x0 и V 2 cos2n0 


Все три рассмотренных представления сигналов содержат KO- 
эффициенты a, (1). Векторы е; позволяют представить M коэффи- 


циентов одним. вектором F,, a временные функции j(j, 0) — одной 
временной функцией F,(0). Некоторые сигналы, например выход- 


ное напряжение микрофона, удобнее всего представлять в виде 
временных функций. Их представление с помощью коэффициентов 
будет изложено ниже. 


2.1.2. Примеры сигналов 


На рис. 2.2а показаны два символа Р=е и Ё. = —ео B прост- 
ранстве сигналов. Те же символы показаны внизу как временные 
функции для прямоугольного импульса } (0, 0) или для импульса 
Уолша за1 (1, 0): 


270.5) 59—09 
или 
F,(0) = — sal (1, 0); Е, (0) = + ѕа1 (1, Ө). 


На рис. 2.22, д и е показаны символы, построенные из векто- 
ров eo и е или из двух функций. Символы, изображенные на 
рис. 2.22, имеют следующий вид: 


Е, = е-е; Е =е—е; Е, = —е | е; В = — 6 — е 
ИЛИ 
EO =T O 039) 20, 6) 70:0) 
F,(8) = — fF (0, 9 + f (1, 0); F,(9 = — F (0, Ө) —f (1, 9), 
ИЛИ 


F,(8) = wal (0, ©) —sal(1, 0); Е, (9) = wal (0, 9) + sal (1, 0); 
Е. (0) = — wal (0, Ө) —sal(1, 0; Е. (0) = — wal (0, 6) + sal (1, Ө). 


‘Функции f(0, 9), (1, 9), wal(0, 9) и sal(l, 0) показаны под 
рис. 2.20; символы OT Fo(0) до Fa3(0), составленные из этих Dy. 
ций, показаны над ними. 

К символам, изображенным на рис. 2.2, можно применить тер- 
мины «двоичный», «троичный» и «четверичный», так как отдель- 
ные векторы или функции умножаются на коэффициенты, кото- 
рые принимают два, три или четыре различных значения. 
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Рисунок 2.3 показывает, что термины типа «двоичный символ» 
не всегда применимы, если символ состоит более чем из одного век- 
тора или функции. На рис. 2.3а приведены три символа так назы- 


oy 3 


J 
£N "ES! 


uc o5 un 
ur 
Qy 


UP’ | 


aec Aye 


um em i] | 
u ——.,— ==, ГИЯ wo) 
та wet (20) *(,91]. п> (10) 
fir ry $at (1,9) , E D ; 
A e E 2 
SE EYE, e. 
Рис. 22. Символы, представленные Рис. 2.3. Символы, представленные 
точками в одномерном и двумерном точками в двумерном сигнальном 


сигнальном пространстве и времен- пространстве и временными функ- 
ными функциями ЦИЯМИ 


ваемого трансортогонального алфавита. В векторной интерпрета- 
ции символы записываются следующим образом: 


№ = -> V3 e + es; F, = 0 ẹ — le; F, = AS tes 


Вектор eo умножается на один из трех коэффициентов: (1/2) УЗ i 
0 или (—1/2) V 3; e, — на один из двух коэффициентов: 1/2 или 
—1. Если векторы ej и e, вращать относительно сигнальных то- 
чек, то получим представления сигналов, имеющие три различ- 
ных коэффициента для каждого вектора или два различных ко- 
‚эффициента для 6 и три для e, Сигналы, составленные из функ- 
ций | (0, 0) u f(1, Ө) или wal(0, 0) и —sal(l, 0), показаны внизу 
векторной диаграммы: 


Р, (0) = — /310,9-- L-f0,9; Fi @= — Д, Ө); 
Р, (0) = — —-Y 31, 9-- —f (1, 9) 
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Е, (0) = Z V3 ма! (0, 9)— E (1, 9; Е, (0) = + sal (1, 9); 
В (в) === E. V 3 wal (0, 0) — PES (1,0). 


На рис. 2.36 показаны четыре символа так называемого биор- 
тогонального алфавита: Ро=е; Е1=е; ЕР. =—е; Fa;—-—-ey Эти CHM- 
волы очень похожи на символы, изображенные на рис. 2.2г. Сход- 
ство исчезает, если символы составляются из более чем двух век- 
торов или функций. 

Пунктирные линии на рис. 2.3 показывают расстояние между 
сигнальными точками. Все сигнальные точки трансортогонального 
алфавита (рис. 2.3а) отстоят друг от друга на одинаковом рас- 
стоянии. Разности Е!—Ео; Fo;—F, и Ео— Е — векторы, соединяю- 
щие сигнальные точки 0 и 1, 1 и 2, 2 и 0 соответственно. Квадрат 
их длины равен 3: 


E A deg 9 
—. 2 . 
(F— Е,)?= [5 УЗ eoi са = ER re er 
2 4 4 
(F о F) = (V3 в) — 


Если символы представлены о а не векторами, то 
скалярные произведения необходимо заменить интегралами от 
произведений соответствующих функций, как показано в. ф-ле 
(2.5). Отсюда следует: 


1/2 1/2 : | 
| [F, (©) — Е, (91 40— f -473 О, 9—1 28—3 
—1/2 —1/2 : 
1/2 1/2 i 6 А : 
| 12.9 Fa | [--У3 А0, 9——7 fü. 9| 46 = 
—1/2 —1/2 
» e 22 | 
f [F (0) — F, (6) а 0= | [13 (0, 0) |240 = 3. 
—1/2 —1/2 


F,(0)—F»(0) есть функция, которую необходимо сложить C CHMBO- 


лом Fo(0) для того, чтобы получить символ Ё, (9). Если | F** (0) 40 


Z 
1/2 
есть энергия сигнала Ё, (6), то | [F,(89)9—F,(0)? 4 0 есть энергия, 
—i/2 
необходимая для преобразования символа Fo (0) в символ ХЕ, (9). 
Квадрат расстояния между сигнальной точкой и началом коорди- 
нат представляет собой энергию этого сигнала. 
На рис. 2.4 показаны символы, составленные из трех векторов. 
Вершины представляют собой сигнальные точки. Ребра между ни- 
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MH представляют расстояния между близлежащими точками. Еди- 
ничные векторы ер, е; и ез не показаны. Нормировка в данном слу- 
чае отличается от нормировки на рис. 2.2 и 2.3. Она выбрана та- 
ким образом, чтобы расстояния между соседними сигнальными 
точками на рис. 2.44, б и в были равны. Значения коэффициентов 


Рис. 2.4. Символы, представленные точками в трехмерном сиг- 
нальном пространстве 


в векторном ‘пространстве зависят от ориентации единичных век- 
торов е;. Например, четыре символа трансортогонального алфави- 


та, показанные на рис. 2.4, могут быть записаны следующим обра- 
зом: 


F, = + = + Уе == У? УЗ e; 
Е, = 05 — -— V3e, —— V2Y3e; 
3 Ss v 3e 2 УЗе,; 


Е, = 0e -- Ое --У2УЗь, 


L 


Энергия всех символов одинакова: F= F= F— Е2 = 


Расстояния между четырьмя сигнальными точками тоже равны: 
(F,—F,?—(F,—F, ‘=. = (F — F)? =1. 

Ha рис. 2.5a показано представление этих четырех символов 
тремя прямоугольными импульсами / (0, Ө); f(1, 0) и { (2, 0), a Tak- 
же тремя импульсами Уолша wal (0, 0); —sal(1, 0) и — са] (1, Ө). 

В случае биортогонального алфавита (рис. 2.46) разумно так 
сориентировать систему координат, чтобы на каждой оси были 
расположены точки двух противоположных сигналов. При этом по- 
лучается следующее простое векторное представление: Fy— es; Е! = 
= ;; F> = €v; F;—-——e;; F,—-——e; Е; = —e,. 

Символы, составленные из трех прямоугольных импульсов или 
из трех функций Уолша, показаны на рис. 2.56. | 

Символы алфавита, показанные на рис. 2.4в, можно записать в 
более простой форме, если оси системы координат пересекают гра- 
ни куба в их центрах: 
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Fo = ey + е + € F, = — ey + €i t €x; 
Е, = е -+ е —е,; F; = — е, + е — eg 
F, = e — ё ть»; F; = — ёо — & + es; 
F, = е, — е — е; F, = — € — e; — e. 


На рис. 2.56 показаны эти символы, составленные из трех пря- 
моугольных импульсов и из трех импульсов Уолша. 


2) | DE д) 
rM E TIL 0 l PEE IIT, Pn 
= ҸАР IER me 
—uid-u i — 
2-Е] —ur-i- РЯ 
| ет cu 
—pupi LE ure 
pa (29 — wat (0,6) 1027.87 
ПВ = 50010) 
20) ri Tp. - с04 (1,0) 


Рис. 9.5. Символы рис. 2.4, представленные временными функ- . 
ЦИЯМИ 


Если символы состоят из более чем трех векторов, то нагляд- 
ность векторного представления теряется. Символы некоторых ал- 
фавитов можно легко поставить в соответствие с четырьмя и более 
векторами или функциями. Это справедливо, например, для сим- 
волов биортогонального и двоичного алфавитов (рис. 2.50.8 38): 
Однако уже трансортогональные алфавиты требуют существенных 
вычислений. В общем случае из т функций можно построить 
(m--1) символов трансортогонального алфавита. Эти т-| CHM- 
волы определяются ®(т-1) коэффициентами а, (1);-] 0» В 
т—1; х=0, 1, .., т. Для их вычисления используются следующие 
условия: 

а) энергия всех т +1 символов одинакова. Это утверждение 
дает M условий; ues 

6) расстояния между каждой парой из т+1 символов равны. 


Существует m+ (1—1) + (1—2) + ... +1=—m(m+1) таких pac- 
стояний. Итак, для определения m(m--1) коэффициентов имеется 


1 - 
3 m(m-4-3) уравнений. Значительное число коэффициентов MOX- 


но выбрать произвольно или определить их из дополнительных ус- 
JIOBHH. i 
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2.1.3. Дискретизация и ортогональное разложение 


Теорема отсчетов из анализа Фурье гласит, что сигнал, состоя- 
щий из суперпозиции периодических синусоидальных и косинусои- 
дальных функций sin Эл и cos 2л]? с частотами в интервале 
О—7= АР можно полностью определить 24] отсчетами его значе- 
ний в секунду, если Af измерена B герцах [1—6]. Эта теорема бы- 
ла обобщена Клуванеком для других полных систем ортогональ- 
ных функций [7]. В сущности, теорема отсчетов Клуванека гласит, 
ато сигнал, состоящий из суперпозиции функций f.(oT, ИТ) и 
(ФТ, ИТ) с частостями в интервале ÜzcozcAq, полностью опре- 
деляется 2Аф отсчетами его значений в секунду, где Aq измерена 
В 275. В этом параграфе будет показано, что дискретизация ча- 
стотноограниченного сигнала математически эквивалентна его 


v v sinz(84-j) . 
разложению по неполной ортогональной системе вее“ 
j=0, +1, +92, .... Соответствующий результат для частостноогра- 
ниченного сигнала, составленного из функций Уолша, будет рас- 
смотрен позже. 

Частотноограниченный сигнал F (0), не имеющий составляющих 
с нормированной частотой у=|Т> 1/2, можно разложить в ряд по 
ортогональным функциям, значения v которых лежат в интерва- 
ле —1/2%у%1/2, Для этого пригодны синусоидальные и косину- 
соидальные импульсы, импульсы Yonma, ` полиномы Лежандра 
и т. д. Ниже будет использована следующая система синусоидаль- 
ных и косинусоидальных импульсов, причем для упрощения вы- 
числений введен фазовый угол 1/4 n: 


q(0, v) = 1; 
d G, )— 1 q(2i, у) = V2 cosa i v л/4); 
q (2i — 1, v) = V2 sin (2n i v-- m4), 
Ч (Т, у) = 0 для v — 1/2 и у<— 1/2: (2.8) 
ј —0, 2i, 4—1, i=l, NK 
Разложим преобразование Фурье С (у) сигнала F(0) в ряд по 
этим импульсам: 


G (y) — 80) V a (2i — D V2 sin (22i v+- a) 2 


i=l 


+ a (2i) VF cos (2miv +- n); (2.9) 
1/2 1/9 
а (0)= (G()dwa(2)— f G (9) V 2 cos (2ni v zie <=) 4; 
—1/2 E : 


1/2 
= f 6 (9 V2 sin (2xi y .- "аъ. 
—1/2 


co 


Обратное преобразование Фурье дает  F(0)— | [G(v)(cos 270 -+ 
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== ОС) 


--sin2z0)]dv. Подставим в полученное выражение вместо С (у) 
сумму (2.9). Имея в виду, что функция С (у) равна нулю вне HH- 
тервала —1/2zzv xc 1/2, получаем 


AA sin 10 - од Sinn (0— i) 4 sin m (0 -+ i) 
Е = а (0) 9 + У ее Е ed ] 2.10 


Таким образом, частотноограниченный сигнал Р(0) можно пред- 
ставить рядом по неполной ортогональной системе функций вида 
sinx/x. Из 6 1.1 следует, что эти функции ортогональны. Это MO- 
жно проверить, оценив интеграл 


Г sinn (0+ А) sinn (0+ j) do ё, (2.11) 
———— —————— jk A 


AUE (е). 
Rp ER. E22 


— © 


Коэффициенты о (0); о (2—1) и о (21) в ф-ле (2.10) можно по- 
лучить путем отсчетов значений сигнала F(0) в моменты време- 


ни 0—4/T—0, +1, +2, .. . Например, при 9=0 все функции 
sin x (0 — i) sin л (0 + i) A DIMUS sin лө ET. 
x (0 — i) Р PS ло -Р 


ким образом, находим F (0) = 0 (0). 
Из выражения (2.11) следует, что коэффициенты a (0), 0 (21) и 


&(2:—1) также можно получить при помощи ортогонального раз- 


ложения F(0) по функциям вида +: 
X 


3t A 
| EE 7 40 =] a(i) = Р(— 0, ј= б (2-12) 
E er a (21—1)= FG), j=—i. 


Эквивалентность дискретизации и ортогонального разложения 
свойственна не только частотноограниченным сигналам. Сложим 
сигнал F(0) с конечным числом дискретных колебаний An sin 2 лу, б 
и Bacos 21v40 с v4 1/2. Идеальный фильтр нижних частот C ча: 
стотой среза у=1/2 будет подавлять эти дополнительные колеба- 
ния. Применяя дискретизацию, можно получить коэффициенты 
%(0), «(2i) и a(2i—1). Ортогональное разложение нового сигна- 
ла F (0) + Аз sin 2v40-- B4 cos 2v40 позволяет получить те же KO- 
эффициенты, так как функции А» SİN 2лу»0 и B4cos2nv40 не влия- 
ют на их образование: 


F(0) +A, sin 2лу,0-- В, cos 2tv,0 моя О-о = ( О 
| ir +B, e ае 


Ed (2.13) 
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Yn = fa? >i > ШТ; 8 = 17. 


Остается показать, что добавление к сигналу F(0) сигнала co 
сплошным спектром также не влияет на величину коэффициентов. 

Прибавим к F(0) сигнал D (0), причем D (0) не содержит коле- 
баний с частотами |у| < 1/2. Тогда преобразование Фурье от D (0) 
должно быть равно 0 в интервале —1/2%<у%<1/2. С другой сто- 
sin x (0 + j) 
n (8+ j) 
этого интервала. Таким образом, оба преобразования Фурье орто- 
гональны друг к другу; поэтому должны быть ортогональны и вре- 
менные функции: 


роны, преобразование Фурье от функций равно 0 вне 


оо 


р sin x (0 + j) = 
| ERU EN LU (2.14) 


2.1.4. Схемы для ортогонального разделения !) 


На рис. 2.6 показана функциональная схема системы для пере- 
дачи пяти коэффициентов a (i) C использованием ортогонального 


разделения. На передающем конце генератор функций ГФ гене- 


` 


Рис. 2,6. Функциональ- 
ная схема системы для 
передачи сигнала орто- 
гональными функциями 


ij, Ө 
ГФ — генератор функций; 
П — перемножитель; И — 
интегратор; У — усилитель 


рирует пять функций | (0, Ө), ..., (4, 0), которые ортогональны на 
интервале (—1/2) Т<%1< (1/2) Т. Пять коэффициентов а, (003, ws 
a (4) представлены в виде уровней напряжений, имеющих посто- 


янное значение в течение интервала времени (—1/2) T ct « (t2 E 
B перемножителях функции [(j, 0) умножаются на коэффициенты 
а, (j). Пять произведений а GG. 0) суммируются C помощью pe- 
зисторов R и операционного усилителя У. Полученный сигнал 
передается по линии связи. На приемной стороне принятый сигнал 
поступает через усилитель У на пять перемножителей, где одно- 
временно перемножается с каждой из пяти функций j(j, 9), ис- 
пользуемых в передатчике в качестве переносчика коэффициентов. 
Генераторы функций ГФ в передатчике и приемнике должны быть 


1) См. более детальное рассмотрение схем B [1—5]. 
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синхронизированы. Сигналы, полученные Hà выходах перемножи- 
телей, интегрируются в интеграторах в течение интервала времени 
(—1/2) Т<1< (1/2) T. | 

Выходные напряжения интеграторов в момент времени t= (1/2) T 
представляют собой коэффициенты aS a, (4). 

Другой набор из пяти коэффициентов 8:0), E а,(4) переда- 
ется в течение интервала времени (1/2) << (3/2)Т. Здесь снова 
требуются функции ] (0, Ө), ..., } (4, 0) от TÈ на приемном и пере- 
дающем концах. Таким образом, эти функции являются перио- 
дическими с периодом Г. Напряжения, соответствующие в пере- 
датчике коэффициентам а, (7) на интервале времени (—1/2) 7% 
<< (1/2) Т, мгновенно меняются в момент времени = (1/2)Т и 
соответствуют коэффициентам а, (j) на интервале (1/2) Т%і< 


-«(3/2)T. Интеграторы в приемнике в момент времени (—(1/2)T 
возвращаются B исходное состояние и начинают интегрировать на- 
пряжения, получаемые от перемножителей на интервале (1/2) T< 
<< (3/2) Т. | | 

Для практического применения функциональная схема, изобра- 
кенная на рис. 2.6, должна быть дополнена цепью синхронизации. 
Кроме того, для преобразования в желаемый вид коэффициентов 
а, (i), вводимых в передатчик, и коэффициентов, получаемых в 


приемнике, необходимы модуляторы и демодуляторы. 
‚ На рис. 2.7 показана схема для генерирования периодически 
повторяющихся функций Уолша wal(j, 9) или са! (і, 0) и sal(i, Ө). 
Уй wat (0,6) Эта схема основана на тео- 
ие реме умножения функций 

sat (10) wal (j, Ө) (1.29). 


EZA 


cat (10) Триггеры Tı—T, дают на 

sat (260) выходе функции wal (1, 0) = 

= Е =5а1 (1, 0), жа! (3, Ө) = 
| е Ы. —sal (2,0) , wal (7,0) = за! (4,0) 
cat (3.0 и wal (15, 0) =ѕа1(8, 0). IIepe- 

| S. 0, множители, показанные на 
RI 3» (4 о) рис. 2.7, образуют из этих 
| .: 7 функций Радемахера пол- 
511(50) ную систему функций Уол- 
| 91 (50) ша за|(1, Вуса ее 
sdi (6,0) 5а1(8, 9). В качестве функ- 
| | cat (69; ции ма (0,0) используется 
| | ТН sat (70 Постоянное положительное 
ЕЭ їл) ои (79) напряжение. Перемножите- 
Sosa i - | sat (8,6) ли представляют собой пе- 


Рис. 2.7. Генератор периодических функций 


Уолша: 
T — триггер; П — перемножитель 
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реключатели, действующие 
согласно табл. 2.]а, так как 
функции Уолша принимают 
только значения +l. Срав- 
нение табл. 2.1а с таблицей 


> 


истинности полусумматора (табл. 2.16) показывает, что в качестве 
перемножителей на рис. 2.7 можно использовать полусумматоры,, 
если условиться принимать положительное напряжение +U за 0, 
а отрицательное напряжение —U 

за 1. Обобщение схемы для гене- Таблица 2.1 

рации функций с ббльшими зна- Таблицы истинности для перемножи- 
чениями і не вызывает труд- Tena двух функций Уолша (а) и no- 


ностей. лусумматора (6) 
Рассмотрим генератор функ- а | 6 

ций Уолша, имеющий 20 счетных i 

триггеров, а He четыре, как пока- pere pae EE 

зано на рис. 2.7. B этом случае 

можно получить 220= 1 048 576 в ЕЕЕ i 

различных функций Уолша. Для chere MEI = 


генерации любой из этих функций 

требуется 19 полусумматоров. 

Точность их частости будет зависеть от стабильности генератора 
тактовых импульсов, управляющего триггерами. Здесь не возника- 
ет проблем дрейфа или ухода параметров. Полезно сравнить слож- 
ность такого генератора со сложностью частотного синтезатора, re- · 
нерирующего миллион отдельных синусных функций. С другой 
стороны, время переключения самых быстродействующих импуль- ` 
сных схем заключено между 0,1 и 10 нс. Это ограничивает в на- 
стоящее время высшую частость функций Уолша величинами по- 
рядка 1108 2рѕ= 100 М 2рѕ—10= 10 ^ Gzps. Синусоидальные коле- 
бания с частотами 100 МГц—10 ГГц были получены десятки лет 
назад. 

На рис. 2.8 показан генератор синусоидальных и косинусои- 
дальных колебаний стабильной фазы для импульсов, изображен- 
ных Ha рис. 1.1 и 1.9. Триггеры Г, и T2 производят на выходе функ- 
ции Радемахера, из которых фильтрами выделяются основные си- 
нусоидальные функции. Первая гармоника имеет втрое большую 
частоту, чем основное колебание. На практике лучше не ставить 
фильтры, а добиваться хорошей аппроксимации гармонических 
функций суперпозицией функций Радемахера. 

Существуют три основных типа перемножителей. Первый пере- 
множает два напряжения, принимающих только два значения, ска- 
жем, +1 и — 1. Этот вид перемножителя реализуется логическими 
схемами. Второй тип перемножителя перемножает напряжение Ui, 
принимающее произвольные значения, и напряжение Ц», прини- 
мающее конечное число значений. На рис. 2.9а показан пример 
такого перемножителя. Напряжение Us принимает только значе- 
ния +1 или —1. Выходное напряжение. равно +U, или — (Л, где 
U, может принимать любое значение внутри диапазона выходных 
напряжений операционного усилителя У. Схема работает следую- 
щим образом: неинвертирующий вход (+) усилителя заземлен, 
если полевой транзистор насыщен. Напряжение Us должно быть 
равно — Ил, чтобы инвертирующий вход (—) также имел NOTCH- 
циал «земли». Пусть полевой транзистор закрыт. Тогда неинвер- 
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тирующий вход будет находиться под напряжением U; и инверти- 
рующий вход также должен быть под напряжением U, Из этого 
следует, что Из должно быть равно (1. Разновидность такого nme- 
ремножителя показана на рис. 2.96. 


-Sin 2x0 2 


Ш == U, cal (6,0) 


605220 U,= Ucat ((,0) L 
Q5 REEK 5 
05429 > U, cat (t0) 
- cat (0,0) 
51470 SED COME 
= U, 501 (1,0) 
sat (i0) 
cat (к,0) 
| "U, cat (к, 0) 
Рис. 2.8. Генератор стабиль- Рис. 2.9. Перемножитель для перемножения 
ных по фазе синусоидаль- произвольной функции с функциями Уолша: 
ных Ии косинусоидальных а) простое перемножение; б) параллельное 
, функций: перемножение 


Т — триггер; Ф — фильтр 


_ Перемножитель третьего типа перемножает два произвольных 
напряжения. В принципе, эти перемножители могут быть построе- 
ны на эффекте Холла, на полевых транзисторах или на логариф- 
мических элементах. Однако обычно они мало пригодны для прак- 
тического использования из-за их низкого входного и выходного 
сопротивлений, температурного дрейфа, стоимости и т. д. Очень 

Y, 220, ) удобен перемножитель с диод- 

| ным мостом. Ero схема показана 

на рис. 2.10. Перемножитель от- 

личается от обычных отсутствием 
трансформаторов. 


K 


R С 
e. í 
И, (t) и (t)z fu at 


Рис. 2.10. Перемножитель, использу- 


Рис. 2.11. Интегратор 
ЮЩИЙ диодный мост 


Напряжение Us; на рис. 2.94 принимает только значение +l] 
или —1, поэтому его можно представить одним двоичным симво. 
лом. Четырьмя двоичными символами можно представить напря- 
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жение, имеющее 16 возможных значений. Соответствующий пере- 
множитель содержит четыре полевых транзистора, а не один, как 
показано на рис. 2.9а, и более сложную схему резисторов. Такой 
перемножитель был предложен Р. Шмидом. Он дает хорошие ре- 
зультаты, но одно из напряжений долж- . 

но быть представлено в цифровой форме. 4 

Ha рис. 2.11 показан интегратор. Бла-4(&, 
годаря емкостной обратной связи B опе- 
рационном усилителе выходное напряже- 
ние пропорционально интегралу входного : 
< очень большой степенью точности. 
Ключ К возвращает интегратор в исход- 
ное состояние, разряжая конденсатор. В 
практических схемах роль этого ключа 
выполняет полевой транзистор. 

С помощью перемножителя, интегра- Рис. 2:12. Детектор синусо- 
тора и генератора функций можно, в идальных и косинусоидаль- 
принципе,. выделить любую функцию. ных импульсов sinzmit/T и 
Для специальных функций необходимо °°° 2" ds Es 
создавать более сложные схемы. На рис. | 
2.12 показан детектор для синусоидальных и косинусоидальных HM- 
пульсов (рис. 1.1). Для выделения сигналов в этой схеме использует- 
ся тот факт, что синусоидальные и косинусоидальные импульсы 
sin 2 (ИТ) и соз2л КИТ) являются собственными функциями сле- 
дующего дифференциального уравнения: 


у + 47 Т? у= 0; y II = (T) j 
e 1 ‚(1 | 
и (тит). e: 
Выходное напряжение u(t) усилителя Y, (рис. 2.12) равно 


us (t) = — (АС) | (0) dt — (R, C) | us (f) dt. 


(2.16) 
Выходное напряжение 1({) =—и2(1) усилителя Уз равно 
u (t) = — (КС) | ut) dt = (RC;RC) || È u () didt + 
Ms (ЕС, С) | | | из (Ё) ШАР = cr Ug (t). | (2.17) 


Дважды продифференцировав выражение (2.17) и собрав члены, 
получаем 


из (f) + (ВСС, и (0) = — (Е.С, ВС) u(). (2.18, 


Возьмем RəCıR,Co= (Т/2лі)?. Тогда левые части выражений (2.15) 
и (2.18) будут одинаковыми. Неоднородный член u(t) равен 
Up cos 2n&t/T или Up зш2лРИТ для (—1/2)T<t< (1/2) T. Вид u(t) 
вне этого интервала Hac не интересует, так как ключи К; и Ks 3a- 
мыкаются в момент времени #=(=1/2)Т. Напряжения из(Т/2) и 
4,(T/2) равны нулю, если 15 и Ю=лАК; И: за2лИ/Т дает 
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из(7/2) =0 и uw(T/2) = (—1):U; Ha рис. 2.13 показаны напряже- 
ния из(Р) и u,(f) для 1=Е=1. На рис. 2.14 показаны огибаю- 
mue u(t) для i—128 и выходных напряжений Оксоз2лвИТ с. 
k—128, 129, 130. Это означает, что схема настроена на выделение 


Е Ы | косинусоидального импульса с часто- 
а) = . Той 128 Гц и что ко входу приложены 
= Ee косинусоидальные импульсы C часто- 


Е тами 128, 129, 130 Гц. 


д) 
р" 
д) 
| = 


J SEE. 


z = я 


ох : 
e | Ru HH UNUS I. mM RU 5, 


Рис. 2.13. Типичные на- Рис. 2114. Типичные напряже- 
пряжения В схеме ния в схеме рис. 2.12. Схема 

рис. 2/12: построена на обнаружение си- 
а) входное напряжение нусоидальных и косинусои- 
и1 (1) =:Оѕіп 272/7; 6) и | дальных импульсов с і= 198. 
в) напряжения u(t) и Показанные выходные напря- 
и.(?); г) входное напря- жения üUs(Í) соответствуют 
жение 0; (ї) = Ссоѕ 2nt[T; входным напряжениям U(t) c 
д) ие) напряжения из(?) і=1128 (а); 1=129 (6) и і=180 

и u(t) (в). Длительность развертки 

T —78 мс 


Потери в схеме, показанной на рис. 2.12, сравнимы C потеря- 
ми в механических резонаторах. На частоте 100 Гц без использо- 
вания регенерации достигаются добротности в несколько тысяч. 
Схема применяется на частотах от 1 Гц до 100 кГц. Нижний npe- 
дел определяется потерями, а верхний — предельной частотой опе- 
рационного усилителя {6]. 


2.1.5. Передача пифровых сигналов синусоидальными , 
= и косинусоидальными импульсами 1) 


Через идеальный фильтр нижних частот с полосой 1 Гц пря- 
моугольный импульс можно передать в течение секунды. Это есть 
предел скорости передачи прямоугольных импульсов при их об- 


1) B 11—11] приведено несколько примеров систем передачи информации C 
использованием ортогональных функций. 
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наружении C помощью отсчетов значений сигнала без коррекции 
межсимвольных искажений. Та же скорость передачи сохраняется 
для «приподнятого» косинусоидального импульса. Некоторые из 
этих импульсов показаны на рис. | 
2.15. Эти импульсы неортогональны, 
но линейно независимы. Их можно 
обнаружить с помощью отсчетов E "m, 
значений сигнала. Обнаружение c 0 7 27 *— 
использованием взаимной корреля- Рис. 2.15. Приподнятые коси- 
ции с опорными функциями тре- нусоидальные импульсы во вре- 
бует применения схем, исключаю-  MeHHÓH области: 1--соѕ 272/7, 


l +cos 2л (£—T)/T и 1+соѕ 2t X 
щих влияние межсимвольных иска- x (£—9T)/T 
жений. 


sin x (0 = j) 
n (8 j) 
импульса в секунду. Однако на практике HX применять нельзя. Ec- 
ли передавать последовательность таких импульсов, то может по- 
явиться произвольно большая амплитуда сигнала; любое незначи- 
тельное отклонение синхронизации от идеальной может привести к 
произвольно большим перекрестным искажениям. При использо- 
вании дискретизации не существует способа для передачи инфор- 
мации с большей скоростью, чем половина скорости Найквиста, по 

крайней мере, если не прибегать к увеличению мощности. 

Синусоидальные и косинуссидальные импульсы (рис. 1.1 и 1.9) 

позволяют передавать информацию быстрее, чем один импульс в 
секунду в полосе 1 Гц. За счет усложнения аппаратуры можно 
сколь угодно близко подойти к пределу Найквиста — два импуль- 
са в секунду в полосе | Гц. Это можно видеть из рис. 2.16, на KO- 
тором показаны три системы функций. Первая состоит из пря- 
моугольных импульсов. длительностью Г. Их частотный спектр 
мощности показан справа. Полоса частот, необходимая для пере- 
дачи, определяется ориентировочно неравенством: Ozxcfzcfg-l/T. 
При этом может быть передан один прямоугольный импульс в се- 
кунду в полосе і Гц. 

Имеет смысл представить прямоугольный импульс как функцию 
уа! (0, 0) (рис. 1.1) и передавать прямоугольный, синусоидальный 
и косинусоидальный импульсы длительностью 37 вместо трех 
прямоугольных импульсов, каждый длительностью 7. Спектр мощ- 
ности импульсов показан на рис. 2.16. Полоса частот, необходимая 
для передачи, умньшается до 0<ў< 2/3 = (2/3) T. Таким образом, 
в течение секунды в полосе 1 Гц можно передать nogropa HM- 
пульса. 

Рассмотрим следующий шаг. Вместо передачи набора ИЗ ПЯТИ 
- прямоугольных импульсов длительностью 7 каждый одновремен- 
но можно передавать один прямоугольный, два синусоидальных и 
два косинусоидальных импульсов длительностью 5Г. Требуемая 
полоса частот уменьшается до 0<—<}{=<3(1,/5) = (3/5) Т согласно 


рис. 2.16. Это означает, uro в течение секунды в полосе | Гц пе- 
редаются 1,67 импульсов 


Импульсы позволяют передавать в полосе 1 Гц два 
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Рис. 2.16. Сравнение необходимой полосы пропускания для различ- 
ных систем функций | 


Табл.ица- 2.2 


Число 214-1 различных форм импуль- 

сов и число (21--1)/(1--1) импульсов, 

передаваемых в полосе 1 Гц в тече- 
| ние 1 с 


Требуемая полоса частот для 
одновременной передачи одного 
прямоугольного импульса, і сину- 
соидальных импульсов и і KOCH- 


нусоидальных импульсов  JUIH- 

1+1 141 тельностью (21+ 1) Т равна 0—}=—< 
e i4-l | gas il = (i4- 1)/ (2i - 1) fA 1) : Скорость IIe- 
редачи информации равна 

1 1 7 1,75 (2i 4- 1)/ (i2- 1) импульсов B секун- 
3 d 9 jig ду B полосе частот 1 Гц. Эта ско- 
| рость приближается к двум для 

1,67 П 1,83 больших значений i. 


В табл. 2.2 показаны значения 
для числа 21+] различных форм 
импульсов и для числа (2-1)/(1+\) импульсов, передаваемых в 
полосе | Гц в течение одной секунды. Можно видеть, что число 
различных форм импульсов, а следовательно, и сложность обору- 
дования быстро увеличиваются с приближением (21+1)/(1-1) к 
двум. | 
В табл. 2.3 приведены функции, описывающие синусоидальные 
и косинусоидальные импульсы, частоты периодических колебаний 
и их использование в многоканальной телетайпной системе. Пере- 
дача является He стартстопной, но синхронной. Телетайпные сигна- 
лы, приходящие асинхронно, должны быть направлены в буфер- 
ное устройство, откуда они синхронно поступают в передатчик 


— 


1) B [14] дано углубленное рассмотрение распределения энергии вне этой 
полосы частот. В ней рассмотрено применение принципа Кречмера о частичном 
отклике на сигналы, состоящие из суммы синусоидальных и косинусоидальных 
импульсов. 
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Таблица 2.3 


Использование синусоидальных и косинусоидальных функций 
в многоканальной телетайпной системе 


—ы—=ы=—ы—=—=—=—=—“—=—=—ю—=“—=—ы—ы—ю—ы—ы—ы—ы—ы—ы—ы=———ы—ы—ы—ы—ыМШ—м—- 


ужи | nre Pete Quen || eve | fe | а оар 
И ЕГА ВРНС ОКОН IM SEE UU EE PES 
.wal(0, 0) 0 синхронизация sin 18 x0 60 3 5 
S cos 18.1 0 60 4 1 
err o 16r СИНХРОНИЗАЦИЯ ас eoo. CT ва 2 
cos2 7 Ө 6,67 cos 20 л Ө 66,67 4 3 
sin4 x0 13,33 ] 1 sin 22 n 0 713,33 2. 4 
"cos 4 m 0 13,33 1 9 cos 22 Ө KI FIS 4 5 
sin6 10 20 1 3 sin 2470 80 5 | 
cos6n0 | 20 l 4 cos24x0 | 80 5 2 
sin8 x0 26,67 5 sin 26 6 86,67 | 5 3 
cos 8 11 0 26,67 2 1 cos 26 л Ө 86,67 5 4 
sin 10 x0 33,33 2 9 sin 28 1 0 93,33 | 5 5 
cos 107 0 33,33 2 3 cos 28 лӨ 93,33 6 1 
sinl2n0 | 40 о 4 sin30x0 | 100 6 9 
cos 12: 0 40 9 5 cos 30 л Ө 100 6 3 
sin 14 x 0 46,67 3 1 ѕіп 3270 | 106,67 | 6 4 
cos 14 x Ө 46,67 3 9 cos 32 л 0 106,67 6 5 
sin 16 x0 53,33 3 3 sin 34 x 113,33 
- cos 16 x0 53,33 3 4 cos 34 п 0 113,33 


(puc. 2.6). Для того чтобы можно было использовать обычное те- 
летайпное оборудование, на приемной стороне в сигналы нужно 
добавить стартстопные импульсы. Длительность телетайпных сиг- 
налов предполагается равной 150 мс. Периодический сигнал 
sin 2nf/T с Т=150 мс и 1/7=6,66 Гц пересекает нулевой уровень в 
начале и конце посылки с отрицательной производной и HCIIOJIb- 
зуется в качестве сигнала синхронизации. 

Согласно табл. 2.3 телетайпная система может работать c 100— 
200 телетайпными каналами в полосе телефонного канала в за- 
висимости от качества последнего. При таком большом числе ка- 
налов становится важным вопрос нагрузки по мощности. Иссле- 
дования показали, что вероятность ошибки, равную 1077 и ме- 
нее, можно достигнуть без превышения допустимой нагрузки по 
мощности. Это справедливо для передачи между двумя абонен- 
тами телетайпа, T. e. для условий гораздо более жестких, чем пе- 
редача между двумя телефонными станциями. При этом не ис- 
пользовлись ни кодирование, ни другие методы уменьшения ве- 
роятности ошибок. Для сравнения широко используемая система 
ТЕЛЕКС имеет 24 телетайпных канала в одном телефонном, но 
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превышает допустимую нагрузку по мощности в три раза. Превы- 
шение нагрузки по мощности — обычное явление для систем высо- 
коскоростной передачи информации. Существует, по крайней мере, 
система, которая занимает полосу частот, равную полосе частот 
телефонного канала, но которая потребляет энергию восьми кана: 
лов при скорости передачи 2400 «вра 
Cc 
синхронная система очень чувствительна к скачкам фазы, которые 
появляются в переключаемых телефонных сетях, работающих на 
большие расстояния. Вероятность ошибки ‘может достигнуть 10-3 
и более в зависимости от того, насколько быстро восстанавлива- 
ется синхронизация. 

Одной из причин, по которой синусоидальные и косинусоидаль- 
ные импульсы обеспечивают надежную передачу, является то, что 
телефонные каналы разрабатываются для передачи без помех Nne- 
риодических синусоидальных и косинусоидальных сигналов. Сину- 
соидальные и косинусоидальные импульсы, содержащие очень мно- 
го периодов, по своим свойствам приближаются к периодическим 
сигналам и претерпевают малое запаздывание и затухание. Дру- 
гая причина заключается в том, что ошибки в телефонных кана- 
лах вызываются в основном импульсными помехами, а не тепло- 
вым шумом. Ниже будет показано, что тепловой шум воздейству- 
ет на ортогональные импульсы всех форм одинаково. Импульсные 
помехи, однако, эффективнее всего воздействуют на прямоуголь- 
ные импульсы при условии, что для их обнаружения используется 
дискретизация сигнала. 


. Необходимо указать, что 


2.2. 
ХАРАКТЕРИСТИКА КАНАЛОВ СВЯЗИ 


2.2.1. Частотнсе затухание и фазовый сдвиг канала связи 


Каналы связи обычно характеризуются затуханием и фазовым 
сдвигом гармонических колебаний как функциями их частоты. Ко 
входу прикладывается напряжение U cos of, а на выходе измеря- 
ется установившееся напряжение С, (о) cos 017—. (®)]. Функции ча- 
стоты lg U/U. (œ) =а (о) и оѓ. (®) =5.(®) являются затуханием и 
фазовым сдвигом. Индекс с можно опустить, если затухание и фа- 
зовые сдвиги колебаний U cos of и 'U sin of одинаковы. Так как XO- 
рошо известно, что периодические синусоидальные и косинусои- 
дальные функции передают информацию с нулевой скоростью, то 
интересно выяснить, почему же они используются для описания 
каналов связи. 

Разделим канал связи на линию связи и аппаратуру на концах 
этой линии. Линия описывается дифференциальным уравнением в 
частных производных. Оконечная аппаратура описывается обык- 
новенными дифференциальными уравнениями, если только их по- 
рядок не очень высок. В частности, она будет описываться диф- 
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ференциальным уравнением C постоянными коэффициентами, если 
элементы схемы являются инвариантными во времени, такими, как 
катушки индуктивности, конденсаторы и резисторы. Синусои- 
дальное напряжение, приложенное ко входу такой схемы, появля- 
ется на выходе как напряжение с меньшей амплитудой и CO сдви- 
гом фазы; синусоидальная форма и частота сохраняются. Таким 
образом, схему можно описать частотными характеристиками за- 
тухания и фазового сдвига. Описание другими функциями, напри- 
мер функциями Уолша, вполне возможно, но оно затруднено тем, 
что форма этих функций изменяется. 

Рассмотрим линию передачи, описываемую телеграфным урав- 
нением [1—3]: | 


д?ш дш 
— LC — (LÀ + RC) — — RAw =0, (2.19) 
Ox? ot? 01 

где L, С, К и А — индуктивность, емкость, сопротивление и прово- 
димость на единицу длины. Линия не вносит искажений, если 
LA-—RC. В этом случае общее решение запишется в виде: 


w (x, д = e ^ [f (x — ct) + q (x + ch], 
a = (LA + ROJ2LC, c — 1 V BC =LA- RC =O; (2.20) 


f(x—cí) и q(x—ct) — произвольные функции, определяемые Ha- 
чальными и граничными условиями. Во время передачи сигналы, 
описываемые этими функциями, претерпевают только затухание и. 
задержку. Это свойство сохраняется и для линий, не свободных от 
искажений, если они являются «электрически короткими». Соглас- 
но К. В. Вагнеру [1] линия длиной х является электрически корот- 
кой, если для х выполняется следующее соотношение [2]: 


2 1522. 3E: 
x И = R^ Z= yc А (2.21). 


В качестве примера рассмотрим открытую проводную линию. 
Два проводника представляют собой медные провода диаметром 
3 мм, находящиеся на расстоянии 18 см. Выберем следующие ти- 
пичные величины: L—2,01.103 Гн/км; C—5,9.10-? Ф/км; R= 
—4,95 Om/km; А=0. Получаем 2=540 Ом и 2Z/R—225 км. Эта ли- 
ния может рассматриваться как свободная от искажений для рас- 
стояний, меньших, чем 225 км. Поставив регенеративные усилители 
на расстояниях, меньших чем 225 км друг от друга, можно переда- 
вать сигналы без искажений на любое расстояние. 

В качестве другого примера рассмотрим телефонный кабель 
между центральной телефонной станцией и абонентом. Проводни- 
ками являются медные провода диаметром 0,8 MM в изоляции H3 
пропитанной бумаги. Выберем следующие типичные величины: 
L=7-10— Гн/км; С=3.3.10-8 Ф/км; R—70 Ом/км; Z-—145 Ом; 
9710 —4 км. Эта линия будет электрически короткой для ряда aĝo- 
нентов, но не для всех. | 

Обычные коаксиальные кабели имеют волновое сопротивление 
2 между 50—100 Ом. Пусть погонное сопротивление равно 
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10 Ом/км. Тогда 2Z/R будет равно 10—20 км. Это есть порядок ве- 
личины обычного расстояния между усилителями. Однако надо учи- 
тывать, что телеграфное уравнение не учитывает скин-эффект. Ис- 
следования скин-эффекта для функций, отличных от синусоидаль- 
ных и косинусоидальных, очевидно, отсутствуют !). 

Несмотря на эти результаты, синусоидальные и косинусоидаль- 
ные функции играют значительную роль в теории передающих ли- 
ний. Одной из важных причин этого является метод Бернулли для 
решения дифференциальных уравнений в частных производных с 
постоянными во времени коэффициентами. Предположим, что W(x, 
і) в (2.19) можно представить в виде произведения пространствен- 
ной переменной u(x) и временной переменной v(t): 


о (х, t) = и(х)о (0. _ (@.22) 


Подстановка и(х)о(1) в (2.19) дает два обыкновенных дифферен- 
циальных уравнения: 


a NU) + (à — RA) u = 0; 


EE 
E о Арс) 0 С 
jn ZERO) e" = 9. 
Их собственными функциями являются cos]/ (&A—RA)x; sinV (&—RA) х 
и e” , где y определяется следующим образом: | 
y= — LAT RC E c cuts. (2.24) 
2LC 4 LG Lc 


Метод Бернулли имеет большое значение для нахождения pe- 
шений телеграфного уравнения и других дифференциальных урав- 
нений в частных производных, которые удовлетворяют определен- 
ным начальным и граничным условиям. Однако этот метод реше- 
ния пригоден перимущественно для синусоидальных и косинусои- 
дальных функций. Линии с параметрами, зависящими от времени, 
‚естественно, не допускают разделения переменных на пространст- 
венную и временную. | 

Распространение электромагнитных радиоволн описывается вол- 
новым уравнением, которое для одномерного случая можно полу- 
чить из телеграфного уравнения, если положить В =А=0. Его o6- 
щее решение определяется выражением 


о (x, 1) = f (x — ct) +q (x 4- et). (2.95) 


Это решение имеет TOT же вид, что (2.20), если не учитывать коэф- 
фициент затухания e-?*, Таким образом, радиолиния ведет себя как 
линия, не вносящая искажений. Радиоволны необязательно должны 
быть синусоидальными или описываться синусоидальными функ- 
циями. Соответственно радиоканалы необязательно должны раз- 
личаться по частоте; они могут различаться по частости. Сущест- 


1) Практически свободная от искажений линия на полупроводниках была 
описана Мичэмом [3]. 
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вуют важные практические аргументы B пользу разделения радио- 
каналов по частоте, но эти аргументы связаны в основном. с про- 
стотой реализации приемников и передатчиков, а не с. законами 
природы. Позже будет показано, что мобильная радиосвязь теоре- 
тически возможна на основе волн Уолша. 

Рассмотрим характеристики каналов связи под другим углом 
зрения. Разумно описывать свойства канала с помощью функций, 
которые определяются передаваемыми сигналами. Для передачи 
цифровой информации было предложено так много форм импуль- 
сов, что трудно выбрать одну из них и назвать только ее удобной 
для описания канала. Это не распространяется на телефонный ка- 
нал. Обычно телефонный сигнал рассматривают как совокупность 
синусоидальных и косинусоидальных колебаний. Следовательно, си- 
нусоидальные и косинусоидальные функции оказываются наиболее. 
приемлемыми для описания телефонного канала. Трудность заклю- 
чается в том, что не существует серьезной причины для того, что- 
бы считать телефонный сигнал совокупностью синусоидальных и 
косинусоидальных колебаний. 

Рассмотрим речевой сигнал, представленный выходным напря- 
жением микрофона. Продолжительный гласный звук дает напря- 
жение, которое хорошо можно аппроксимировать суммой несколь- 
ких синусоидальных колебаний. Система, производящая гласный 
звук, инвариантна во времени и приводится в движение голосовы- 
ми связками по закону синусоидальной функции. Такая система 
описывается дифференциальным уравнением в частных производ- 
ных с коэффициентами, не зависящими от времени, и синусоидаль- 
ной возмущающей функцией. Но это не так для глухих согласных, 
особенно звуков типов p, t или k. Система, производящая эти SBy- 
ки, описывается дифференциальным уравнением в частных произ- 
водных с переменными во времени коэффициентами, а синусои- 
дальная возмущающая функция отсутствует. Нет особой причины 
рассматривать эти звуки как совокупность синусоидальных и коси- 
нусоидальных колебаний, а не сигналов, описываемых функциями 
другой полной ортогональной системы. 

Экспериментальные исследования, проделанные Клайном, Бес- 
веттером, Тасто, Люке, Мейлом и другими, показали, что речевые 
сигналы вне сомнения можно рассматривать как совокупность сиг- 
налов Уолша. Люке и Мейле создали телефонную многоканальную 
систему, использующую фильтры, которые пропускают сигналы 
Уолша до частости 4000 zps; a не синусоидальные и косинусоидаль- 
ные колебания до частоты 4000 Гц. Заметных различий в характе- 
ристиках систем не было обнаружено. Бесветтер построил анали- 
затор и синтезатор для вокодера, использующего 16 фильтров, филь- 
трующих согласно частостям функций Уолша, а не частотам сину- 
соидальных функций. Клайн показал на некоторых примерах, что 
голос, разложенный по функциям Уолша, содержит «частостные со- 
ставляющие» так же, как голос, разложенный на синусоидальные 
и косинусоидальные функции, содержит «частотные составляющие»; 
эти исследования продолжаются. Теоретические обоснования, объ- 
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ясняющие эти результаты, приведены B гл. 5. Сэнди уж в 1969 г. 
использовал функции Уолша в теоретической работе по анализу 
речи. T 


2.2.2. Описание канала связи параметрами 
перекрестных помех 


Ранее было показано, что каналы связи можно описать не толь- 
ко синусоидальными и косинусоидальными функциями. Возникает 
вопрос, как их еще можно характеризовать. Стройная теория свя- 
зи, основанная на ортогональных функциях, требует метода описа- 
ния каналов, который был бы применим ко всем или хотя бы ко 
многим системам ортогональных функций. Заметим, что это более 
общее описание упростит рассмотрение пропускной способности ка- 
нала в гл. 6. | 
_ Рассмотрим полную систему ортогональных функций (f(j, 0)). 
Разделим ее на четные функции [‹ (1 0), нечетные функции ў, ({, Ө) 
и постоянную [(0, 0). Ко входу канала приложим напряжение 
Uj.(i; 9) вместо Ue cos of. Пусть в данный момент времени канал 
имеет такие параметры, что на выходе появляется установившееся 
напряжение И. (1) 4, 0—0.(i)]. Это будет справедливо для большо- 
го класса систем функций {/(], 0)) при условии, что используется 
линия без искажений. Функция  U.(i)|U-—K.(i) или lg U/U.(i) = 
—ü.(i) есть обобщенное затухание канала связи. Функция 9. (1) = 
—b.(i) есть обобщенная задержка, так как термин «фазовый 
сдвиг» применим только для синусоидальных и косинусоидальных 
функций. 

Входное напряжение (01. (1, 0) производит выходное напряжение 
U.(i)f4i, 06—0.(1)]. Затухание и задержка определяются как 
0: (1) 1И=К+ (1); lg ИО, (0 =а.(1) и 0,(i) =6.(#). Постоянная Uf(0, 
Ө) дает (0) 10, 9—0 (0)]; .U (0) /U 2 K (0); 1g U/U (0) =а(0) и 0(0) = 

(0). 


! 


Подстановкой > ИЕ = р растянем функции системы (f (0, Ө); feli 
9); Г. (1, 0)}. Будем безгранично увеличивать і и E. Как показано 
B гл. 1, в этом случае получается система {р (и, 0); (в, 0)}. Функ- 
ции Ke(i); Ks(i); ac(i); а. (1); 0.01); bs(i) переходят в Kefu), ..., 
6: (и). В частности, для функций f.(u, 9) = V 2 cos2nu0—YV 2 cosot 
и fs(u, 9) = V 2sin 21u0— V 2 sin of получаем частотные функции 
К.(о), ..., бз (0). Индексы си $ можно опустить, если синусоидаль- 
ные и косинусоидальные колебания одной частоты претерпевают 
одинаковое затухание и задержку; получаются функции: K(o); 
а(о) и 2(о). Таким образом, описание каналов связи с помощью 
частотных характеристик затухания и фазового сдвига является 
частным случаем. | 

В общем случае сигналы Ufe(i, 0) не только затухают и запаз- 
дывают, но и искажаются. Вместо Ис (1) 0—0.(1)] получается 
выходной сигнал Uq.(i, 0). Разложим функцию qeli, 0) в ряд no 
системе {/0, 0—0c(7)]; фе, 0—0c(i)]; fik, 0—0. (01. Значение sa- 
держки 0c(i) будет определено позже. Переменной теперь является 
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k, а і является константой (R—1, p intres 
Че (i, == К (ci, 0) 70, 0 — 0; B ете, 9 —9, (01 4- 


+ Net, Sk) fs [R, 0 c (1); 
К (ci, 0) — Г q, (i, 0) 0, 09 — 0, (21а 6; (2.26) 


— 00 


Кесе) | 9, (i, 9) f, [k, 9— 9, (01490; 


K (ci, sk) — ICE ве, 0 — 0, (2146. 


Рассмотрим интеграл К (с1, ck) для i=k. Его значение зависит от 
0. (i). Выберем 9.(1) таким образом, чтобы коэффициент 109; сі) 
стал максимальным. Тогда обобщенные задержки 60.(1)=6 c() 
и 0.(1) =6.(1) определяются так, что с уменьшением искажений 
они приближаются к значениям задержек для линии, не вносящей 
искажений. 

Коэффициенты K(ci, 0); K(ci, ck) и K(ci, sk). являются 0606- 
щениями затухания Ke(i) для канала связи с искажениями. Keli) 
имеет одну переменную Г и может быть представлен вектором. 
К (ci, 0); K(ci, ck) и K(ci, Sk) имеют две переменные i H k и могут 
‘быть представлены матрицей К(сі): 


Ат ОКЕ ol) EK (el - SD) КСЕ). 
K (ci) — K (02; 0): —K (c2.-cb) —K2-:SB-—K02; c2) —— EE 
а, 0 K (c3 eb) КК (3-52 


Если вместо напряжения Uf.(i, 0) приложить Uf.(i, 0), то no- 
являются выходные напряжения д, (i, Ө). Коэффициенты К (si, 0), 
K(si, ck) и K(si, sk) получаются аналогично (2.26). Матрица K(si) 
имеет вид матрицы (2.27), но сі заменяется на SÍ. 

Передача UĴf(0, Ө) дает Uq(0, 9) и коэффициенты К(0, 0), 
. K(0, ck) и K(0, sk), которые можно записать в виде матрицы-стро- 
ки K(0) =|К (0, 0) (0, c1) (0, $1) K(0, c2) K(0, $2)...|. 

Три матрицы К (с1); K(si) и К(0) можно объединить в одну: 

К (0, 0) КС, 51) К(0,с1) КО, 52) K(0, 62)... 
K(sE0)sK(sb,-sb). :Kxslz:eb) -KxsL--52) ЮСЕ 2) 
K(c150)- ct В: АСТ) cl Kiclzs52y -R(clsc2)-— 

- «K(s2,0) К(2, sl) K(s2,cl) K(s2,s2) K(s2, c2) . . 

K(c2,0) K(c2,*s1) К(с2, cl) K(c2, $2) К(с2, c2) . 


"|. (2.28) 
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Если функции f(j, 0) не искажены, то все члены матрицы (2.28), 
кроме членов, лежащих на главной диагонали, равны нулю. По- 
следние становятся одномерным набором коэффициентов затуха- 
ния К (0) =К (0, 0); Kc(i) =K (ci, ci) и К. (1) =K (si, si). 
Время задержки G.(i) в (2.26) и соответствующие времена за- 
держек 0,(1) и 0(0) для функций Ufs(i, Ө) и Uf(0, 9) также можно 
записать в виде матрицы: | 
9(0) 0 0 Оет 
0 0, (1) 0 P SETS 
0 0 (2.29) 

0 0 0 92 


Матрицы Ки Ө характеризуют канал связи для системы функ- 
ций {/(/, 9)}. При многоканальной связи искажения в канале соз: 
дают перекрестные помехи. Одним из применений матриц К яв- 
ляется использование их для коррекции этих перекрестных искаже- 
ний. Таким образом, матрице К можно присвоить название матри- 
цы перекрестных искажений, в то время как © можно назвать мат- 
рицей задержки. 


2.8. 


ЧАСТОТНЫЕ ФИЛЬТРЫ, ОСНОВАННЫЕ 
НА ФУНКЦИЯХ УОЛША 


2.3.1. Фильтры нижних частостей 


В гл. | было показано, что фильтр можно характеризовать си- 
стемой функций {с (џи, 0); [4 (в, 0)) вместо синусоидальных и KOCH- 
нусоидальных функций [1—7]. Было получено ур-ние (1.112), кото- 
poe позволяет найти сигнал Fo(0) на выходе фильтра, если на вход 
подан сигнал  PF(0). Подстановка системы функций Уолша 
{cal (u, 0); sal (u, 0)} в ф-лу (1.112) дает 


Е, (©) = | (a4) K, (р) cal и, Ө — 6,(4)] + as(u)K (и) sal [u,0 — 6, qn g i 
0 ; 
Для дальнейшего рассмотрения нужны следующие соотноше- 

ния $ 1.2: 

cal(u; 0) —wal(0; 0; О <и: ла 

cal (u, 0) = а] (і, 0); [x u< i + Is (2.31) 

sal (ш, 0) —sal(i, 0; i—l-uzxi, | | 

cL LE Ure e 
Разобъем сигнал G(0) на отрезки —1/2«:0« 1/9; l/2-0«99/9 5% 
F(0) представляет отрезок сигнала на интервале —1/2x:0« 1/2. 

80 


Такое разбиение He накладывает никаких ограничений на сигнал 
С (9), но при этом требуется сигнал синхронизации, чтобы фикси- 
ровать начало и конец интервалов. о аг (р) и аз (в) 
в (2.30) для F(0) можно вычислить с помощью (2.3 
1/2 ) 
а, (и) = a0) = | Е(0) wal (0, 0) 40; 0 << 1; 


ES. 


а, (и) a, 6) = (Р )cal(, 0) 40; i«p«id- li (92.39) 
—1/2 і 
1/2 | 
а, (и) = a, (i) = | F(9sal(, 0,40; — i-—1«p «i. 
—1/2 
) 


Специфические особенности функций Уолша делают возмож- 
ным преобразовать интегральное представление ограниченной во 
времени функции F(0) в представление ее суммой: 


= (Га, (p) cal (ы, ©) + а, (p) sal (p, 9] d0 = 
0 


= а (0) wal(0, Ө) + Ў a, (i) cal (i, 9) + а, (i) sal(i, 0). (2.33) 


i—1 


Коэффициенты затухания Kc(u) m Ks(u) и задержки Oc(u) и 
0. (п) в (2.30) определяют фильтр. Их можно свободно выбирать 
в пределах физической реализуемости. Чтобы представить выход- 
ной сигнал в виде суммы, а не интеграла, сделан следующий 
выбор: 


П 


К. (и) = К (0); 8,Q) = 900); 0<ы< l; 
К. ®) = К,0; 0. (в) = 0,0; і<ы<і+ 1; (2.34) 
К, (и) = K, (i); 0, (4) = 6,0); 1— << i. 
Уравнение (2.30) принимает следующую форму: 
Р, (0) = а (0) К (0) wal [0, 9 — 0 (0)] + 


Jc E {а (К (i) са [i, 9 — 0 (i)] -+ asli) К,@) sal [j, 9 — 9,()). (2.35) 


2 


Рассмотрим фильтр, для которого удовлетворяются следующие 
условия: 


K()-1 60=1; K,() = К, =0; (2.36) 
Е,(0) получается из ф-л (2.30) — (2.35): | 
1 
(9) = (а, (p, 0— 1) d u = a (0) wal (0, 9 — 1). (2.37) 
0 
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cox ee а н е Me 
| ) зват му фильт- 
FOA V NS Day | ө) ром нижних частостей, чтобы OT- 
| fs, _ ‘личать от обычного фильтра HHX- 
| них частот. Его функциональная 
схема показана на рис. 2.17a, а 
временная диаграмма — на рис. 
2.176. Интегратор определяет 
а(0) согласно (2.32). Значение 
а(0) можно считывать на выходе 
интегратора с помощью переклю- 
чателя S55 в конце интервала 
—1/<0<1/2. После этого интег- 
ратор возвращается в исходное 
состояние переключателем Sı. Ko- 
эффициент a(0) для отрезка С (9) 
в интервале 1/2<0<3/2 получа- 
ется интегрированием С (9) в Te- 
| чение интервала времени 1/2< 
—9<3/2 и т. д. Согласно (2.37) 
а(0) должно быть умножено на 
wal(0, 0—1), постоянную величи- 
ну, равную i. Таким образом, 
Рис. 2.17. Фильтр нижних частостей: 2 (0) wal(0, 0—1} есть напряжение 
а) функциональная схема; 6) времен- а(0), получаемое в конце интер- 
ная дкаграмма; 9) практическая вала —1/2—<9—< 1/2 и запоминае- 
И — интегратор; ВУ запоминающее мое в течение интервала 25 
устройство; OY — операционный усилитель 9/2. Устройство запомина- 
ния Y показано на рис. 2.17а. 
Практическая схема фильтра нижних частостей показана на 
рис. 2.178. | 
Для определенности рассмотрим фильтр нижних частот c ча- 
стотою среза 4 кГц. Согласно теореме отсчетов сигнал на выходе 
этого фильтра имеет 8000 независимых значений в секунду. Вы- 
ходной сигнал фильтра нижних частостей (рис. 2.17) будет иметь 
ту же информационную ценность, что и в предыдущем случае, 
если будет иметь также 8000 независимых значений в секунду. 
Таким образом, длительность T ступенек Go(0) на рис. 2.17 дол- 
жна быть равна 1/8000=125 мкс; соответственно частость среза ф 
равна 1/2T—4000zps. Здесь использована теорема отсчетов aHa- 
лиза Уолша—Фурье, которая оказывается тривиально простой 
для фильтра нижних частостей [8—10]. 


E 2.9.2. Частостные полосовые фильтры 


Найдем выражения для простых частостных полосовых филь- 


тров. Для этого требуется теорема умножения функций Уолша, 
полученная в $ 1.4: 
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cal (i, Ө) cal (k, 0) = cal (i ФЕ, 9); 

sal (i, Ө) cal (Е, Ө) = за {[А CO (i — 1)]-- 1, Ө}; 
sal (i, Ө) sal (e, Ө) = cal [(i — 1)®(k — 1), 9]; 
cal (0, 9) = wal (0, 0). 


Теоремы умножения (2.35) очень похожи на теоремы умножения 
синусоидальных и косинусоидальных функций, за исключением 
того, что в правой части стоит только один член вместо двух чле- 
нов для суммы и разности частот. Следствием этого является тот 
факт, что модуляция несущей Уолша дает однополосную (по ча- 
CTOCTH) модуляцию. Это делает возможным использовать часто- 
стные полосовые фильтры, построенные по принципу, хорошо из- 
вестному, но мало используемому для частотных полосовых филь- 
тров. 

«Сдвинем по частости» сигнал F(0) в (2.33), умножив ero на 
са! (к, 9). Используя (2.38), получаем 


Е (8) cal (k, 9) = а (0) cal (Р, Ө) + У (а, (i) cal (i @® k, Ө) + 
! i=l 
iz | 
На; (i) sal ([& € (i — 1)] + 1, 9) а, (k) wal (0, 0) + 
+ a, (k) sal ([ Ф (k — 1)] + 1, Ө). 
Пропустив этот сигнал через фильтр нижних частостей, ONH- 


сываемый ф-лой (2.36), получим по аналогии c (2.37) выходной 
сигнал =: 


(2.38) 


E k+l 
Е, (9) = а, (k) wal (0,0—1) = | 
| k 
cal (k, 9 — 1) == са! (k, 0). 
Умножение Fo(0) на cal(k, 9—1) сдвигает отфильтрованный 
сигнал на первоначальную полосу в частостном диапазоне: 
F, (0) = F, (0) cal (k, 0 — 1) = a, (® cal (e, 9— 1) = 
k+l 
= | а, (u) cal (u, 9) d u; (2.41) 
k | 
wal (0, Ө — 1) cal (k, Ө — 1) = cal (k, Ө — 1); cal? (k, 9— 1) = 1. 


а, (ы) cal (џи, 6) cal (k, 9 — Г) d u; (2.40) 


Последний интеграл определяет название частостного полосового 
фильтра. Для практической реализации необходимо перед фильт- 
ром нижних частостей (рис. 2.17) поставить перемножитель, что- 
бы выполнить перемножение (2.41). На рис. 2.18 показан такой 
полосовой фильтр. К обоим перемножителям /7 подводится один 
и тот же сигнал cal(&, 0), так как cal (Е, 0) имеет период 1 и, та* 
ким образом, идентичен cal(R, 9—1). Пригодные для этого nepe- 
множители показаны на рис. 2.9. Заметим, что умножение на 
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функцию Уолша означает умножение только на +1 или —1; умно- 
жение на +1 не меняет знак сигнала; умножение на —1 меняет 
его знак на противоположный. 


Рис. 2.18. Частостный полосо- 


вой фильтр: 
П — пЕреиножипедь для функций 
Н Уолша; Ф — фильтр нижних час- 
ò са! (к, Ө) P тостей 


На рис. 2.19 показаны графики затухания и задержки как 
функций частости для фильтра нижних частостей с К (0) «1 и me- 
скольких полосовых фильтров. Коэффициенты Кс (1) и K(i) равны 


I (0) =1 05 мкс o К)! 
Kr (1) 31 Ks (t) 1 
| | | | | | к. (9 =1 
5 
>. D 
3 X E 
$ AESA 
c» S 
pos S 
34462772 ту Ü0 1 2 s PEE ER: 
Ш — А — Жа Э 2 V das 7 
e arose Lc RE AN LLLI ponaos aas gy 
Q 4000 8000 12000 c! 0 400 Uc! 0 «M gooo с! 0 4000 8000 
| T: 125 мкс T= 125 мкс T = 125 MKC Г= 125 МКС. 


Рис. 2.19. Затухание и задержка частостных фильтров 


нулю, кроме тех значений i, для которых они, как показано на 
рисунке, равны 1. Очерченные площади на границах полосы ui 
показывают, что функции cal(i, 0) или sal(i, 0) проходят через 
фильтр; заштрихованные площади показывают, что соответствую- 
щие им функции не проходят. 

Для всех фильтров рис. 2.19 нормализованная полоса пропу- 
скания и2— а = —й =Ац равна 1. Назовем частное от деления IUH- 
рины полосы пропускания на нижнюю границу полосы Auu, OT- 
носительной полосой пропускания. С учетом рис. 2.19 для Ди/ил 
можно получить следующие соотношения: | 


Ашу = 1 для К, (1) = 1 или К, (1) = 1; 
Augu, = 1/2 для К,(2) = 1 или К, (2) = 1; 
es А wp, = ПЕ для К, (А) = 1 или К, (№) = 1. 


Сигналы cal (№, 0) или sal (k, 0), которые проходят частостный 
полосовой фильтр (рис. 2.18), определяют относительную полосу 
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пропускания. Приведенная на рисунке схема позволяет получить 
относительную полосу пропускания, меньшую или равную 1. Нор- 
мализованная частость и так же, как и ненормализованная час- 
тость Ф=и/Т при Т= 125 мкс, нанесена на рис. 2.19. 

Частостная зависимость задержки и затухания, показанная на 
рис. 2.19, является идеализированной. В практических фильтрах 
корень из среднего квадратического отклонения выходного напря- 
жения фильтра лежит в диапазоне 0,01—0,001. Среднее квадрати- 
ческое отклонение, таким образом, лежит в диапазоне 10—— 10-5, 
что обеспечивает затухание в полосе заграждаемых частостей 
(—40--—60) дБ (рис. 2.19). | E 

Бесконечно крутые характеристики, X = 
показанные на рис. 2.19, также спра- 
ведливы для практических фильтров. 
Такой результат поражает инженеров, 
которые привыкли к частотным фильт- 
рам. Однако частостные фильтры ис- 
пользуют переключатели, которые про- 
изводят временное квантование сигна- 
ла. Учитывая это, можно объяснить 
дискретное изменение затухания сиг- 
нала. Дискретность исчезает, если ис- 
пользовать функции Уолша, опреде- 
ленные на полном интервале — © < 
<0< +оо, a не на интервале —1/2% 
912. 

Согласно рис. 2.19 затухание и за- 
держка частостного фильтра IOCTOSH- 
ны в полосе пропускания. Следователь- 
но, отсутствуют амплитудные и фазо- 
вые искажения. Задержка в области ps 
заграждения для идеальных фильтров _ 
| не рассматривается, поскольку часто- 
стные составляющие в этой области не 
проходят. Реальные фильтры пропус- 
кают составляющие в области заграж- 
дения. Задержка в области загражде- 
ния показана на рис. 2.19 штриховой 
линией. | | - 

На рис. 2.20 показаны синусоидаль- Рис. 2.20. Аппроксимация CH- . 
ное колебание с частотой 250 Гц на нусоидальных функций функ- 
входе нескольких частостных фильтров циями Уолша: 
(строка а) и результирующие выход- E а » 
ные сигналы: B строке б показан сиг- 9). в) dis (Dy sabe 6j. $) С 
нал на выходе фильтра нижних час-  xcal(l, 0); ð) а. (2)за1(2, 8); 
тостей с K,(0) 21, в строках в, ги д ё) сумма бив; ж) сумма 6, в 
показаны сигналы на выходах полосо- 1,2; 3) сумма 0, в, г, 0; времен- 
вых фильтров с К. (1) =1; Ke(1)=1 и ная база T=] мс; горизонталь- 


ный масштаб 0,5 мс/дел.; вре- 
К: (2) =1, в строках e, ж и з показаны мя развертки 1 Mc 
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УИА 


= 


ARN 


сигналы на выходах фильтров с К,(0) =К;(1) =1(е); К,(0) = 
= К» (1) =1(ю); К.(0) 2 K (1) =К,(1) =K; (2) = 1 (8). 

На рис. 2.21 показан частот- 
ный спектр синусоидальных фун- 
кций (а) с равными частотами и 
амплитудами, но различными Qa- Е (ө) 
замии, Амплитудные спектры © 
Я (и) =а. (ФТ) показаны на рис. 
2.216; амплитудные спектры 
&4s(u) =а (ФТ) — на рис. 2.218. 


8) 
‚Рис. 2.21. Преобразования Уол- 
ша—Фурье синусоидальных KOJE- 
баний: F (8) 
а) синусоидальные колебания с АЯЯЛЯЛАЛААЛЯЯЯ A 
_ частотой 1 кГц и различной ġa- ЕЕ ЕВЕ RIED д 
зой; горизонтальный масштаб 
0,1 мс/дел; 6) и в) преобразова- G- DA == 
Hus — Yomma—GOypse  ac(qT) и Рис. 2.22. Частостный широкополос- 
аз(ФТ) колебаний (а); временная ный фильтр: 
база T—1,6 мс; „горизонтальный Ф — фильтр нижних частостей; ЗУ — запо- 
масштаб — 625 2рѕ/дел минающее устройство 


= 


Осциллограммы б и в получаются с помощью отсчетов выходных 
напряжений 16 частостных фильтров. Возведя в квадрат и сумми- 
руя графики на рис. 2.216 и в, получаем частостный спектр мощ- 
ности. 

Полосовые фильтры, соответствующие рис. 2.18, имеют отно- 
сительную ширину полосы Au/ui—1, 1/2, 1/3, ... . Ha рис. 2.22 no- 
казан полосовой фильтр с относительной шириной полосы Лр/р= 
=], 2, 8. В этой схеме используется фильтр нижних частостей Фи, 
соответствующий рис. 2.17. Он интегрирует входной сигнал на вре- 
менных интервалах длительностью Г. Следующий фильтр нижних 
частостей d», интегрирует входной сигнал на временных интерва- 
лах длительностью 7/2 или Г/З, или 7/4, .... Выходные напряже- 
ния обоих фильтров показаны в строках а и Ó рис. 2.22. Период 
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интегрирования Ф; выбирался равным 7/2. Разность во временах 
задержки Ф; и d» компенсировалась в запоминающем устройстве 
ЗУ. Разность напряжений, изображенных в строках а и в, дает 
выходной сигнал Fo(0). 


m) 
FO) R R 
a 
Fo (Ө) 
Т 
Рис. 2.23. Фильтр высших частостей (0) и частостный заградительный 
фильтр (6): 
Ф — фильтр нижних частостей; ПФ — частостный полосовой фильтр; ЛЗ — схема 


задержки 


Кроме различия в относительной ширине полосы, имеется дру- 
гое важное различие между полосовыми фильтрами (рис. 2.22 и 
2.18). В полосе пропускания фильтра рис. 2.22 могут проходить 
как сигналы зѕа! (џи, 0), так и сигналы са[(и, 0), B то время как 
через фильтр, соответствующий рис. 2.18, могут проходить либо 
sal (и, 9), либо са! (и, Ө). 

На основе рассмотренных типов фильтров можно построить 
много других фильтров. На рис. 2.23 показаны фильтр высших ча- 
стостей и заградительный фильтр, построенные на основе фильтра 
нижних частостей и полосового фильтра. Параллельное соедине- 
ние нескольких полосовых фильтров, соответствующих рис. 2.18, 
позволяет построить фильтры, пропускающие как сигналы 
sal (u, 0), так и са! (и, 0) и имеющие относительную ширину поло- 
сы Ари = 1. 1/2, 1/3. С другой стороны, можно получить широко- 
полосный фильтр, пропускающий только sal(p, 0) или cal(p, Ө), 
как показано на осциллограммах рис. 2.20е, ж, з. 


2.3.3. Цифровые частостные фильтры 


Одним из наиболее перспективных применений частостных 
фильтров, основанных на функциях Уолша, являются цифровые 
фильтры. Объясняется это тем, что численное преобразование 
Уолша—Фурье сигналов требует выполнения только операций 
сложения и вычитания, в то время как численное преобразование 
Фурье требует выполнения операций умножения. 

Для объяснения принципа работы цифрового частостного филь- 
тра рассмотрим: функциональную схему рис. 2.24. Сигнал F(0) 
пропускается через фильтр нижних частостей Ф. Пусть ступенча- 
тая функция на его выходе имеет ступеньки длительностью 7/16. 
Амплитуды ступенек преобразуются аналого-цифровым преобра- 
зователем А—Ц в двоичные символы, которые передаются со ско- 
ростью 16 символов за время Т в цифровой накопитель ДНИ. 
Пусть последовательность из 16 последовательных символов бу- 
дет обозначена как А, В, ..., Н, ..., P. Для получения 16 коэффи- 
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циентов Q(0), а; (1), ac(1), ..., а. (8) из 16 символов можно исполь- 
зовать быстрое преобразование Уолша—Фурье ($ 1.2). Для вы- 
числения одного, нескольких или всех этих коэффициентов ариф- 
метическое устройство АУ должно производить только операции 
сложения и вычитания. Предположим, что вычисляется коэффи- 
циент а, (5), как показано на рис. 2.24. Шестнадцать коэффициен- 


B Hapa rp] po Hp] n С, 


Рис. 2.24. Функциональная схема цифрового частостного фильтра: 


Ф — фильтр нижних частостей; А—Ц— преобразователь аналог цифра; Ц-А— 
преобразователь цифра—аналог; ЦИН — цифровой накопитель; АУ — арифмети- 
ческое устройство 


тов —a. (5), +4 (5), +а‹ (5), —a (5), ... со знаками, соответству- 
ющими знакам cal(5, 0) (рис. 1.2), передаются в цифровой нако- 
питель ПА2. Обработка этих коэффициентов в преобразователе 
цифра — аналог Д—А дает непрерывный выходной сигнал Ро(0). 
Связь между входным сигналом F(0) и выходным Fo(0) следует 
из (2.32) и (2.41): 
1/2 
а, (5) = | Е (0) са! (5, 0) 20 =а, (и); 5<и< 6; 
S 


(2.42) 


6 


F,(8)— a, (5) са! (5, Ө — 1) = fa, (u) cal (u, 0) d 0. 
5 


Пусть Fo(0) получается путем прохождения cal(5, 0) через ча- 
стостный фильтр (рис. 2.18). Пусть Fo(0) отклоняется от своего 
номинального значения в соответствии с распределением Гаусса 
CO среднеквадратичным отклонением, отнесенным к единичному 
напряжению, равным 10-9. Перекрестное затухание коэффициен- 
тов (1), 155 и а, (1) равно тогда —60 дБ. Более высокое mepe- 
крестное затухание может быть получено при использовании циф- 
рового фильтра. Пусть Р!(9) (рис. 2.24) имеет среднеквадратичное 
отклонение, отнесенное к единичному напряжению, равное 10-5. 
Если для вычисления Qe(5) используется 2” отсчетов Р1(0) и если 
преобразователь аналог—цифра дает незначительную ошибку, TO 
получается среднеквадратичное отклонение а, (5), отнесенное к 
единичному напряжению, равное 1079/2". Перекрестное затухание 
в дБ равно 101ogl0-9/2^— — (60- 1021002). Для 2^—16, uro ис- 
пользовано на рис. 2.29, получается перекрестное затухание 
— (60 +40 1052) =—72 дБ. | 


| 3. 
ПЕРЕДАЧА СИГНАЛОВ HA НЕСУЩЕЙ 


| 3.1. 
АМПЛИТУДНАЯ МОДУЛЯЦИЯ (AM) 


3.1.1. Модуляция и синхронная демодуляция 


В предыдущей главе была рассмотрена передача коэффициентов 
а, (j) с помощью системы ортогональных функций (f(j, 0)). Те- 
перь будет рассмотрена передача временных функций F(0) или 
Ғ (0) с помощью временных функций {Ф(№, 0)) Эти функции 
Ф(Ё, 0) будем называть несущими. F(0) обозначает произволь- 
ную функцию времени, например, выходное напряжение микро- 
фона. Обозначение Г, (0) принято для того, чтобы подчеркнуть, 


что функция времени содержит конечное число коэффициентов 
т—1 
ai); как и телетайпные сигналы: (ө УХ a, (DFC, 0). 
0 


jm 

В настоящее время B качестве несущих Ф(®, 0) используются B 
основном синусоидальные и косинусоидальные функции. Однако 
нет ни физического, ни математического обоснования того, почему 
нельзя применять сигналы, описываемые другими функциями для 
передачи сообщений по проводным линиям, по волноводам, радио- 
линиям и т. д. В некоторой степени в кабельной связи используют- 
ся в качестве несущих периодические последовательности прямо- 
угольных импульсов. 

Особенно удобны для использования в качестве несущих функ- 
ции, образующие группу относительно операции умножения. Ам- 
плитудная модуляция несущих, описываемых такими функциями, 
дает однополосную модуляцию. Многоканальные системы, исполь- 
зующие такие несущие, не требуют фильтров, выделяющих одну 
полосу. Здесь термин «однополосная модуляция» используется в 
более широком смысле, чем обычно. Точное значение этого и дру- 
гих терминов, используемых в обобщенном смысле, лучше всего 
объяснить на примере. | 

Рассмотрим амплитудную модуляцию косинусоидальной функ- 
ции сигналом  F(0). Разложим F(0) в ряд Фурье на интервале 
—1/2=0< 1/9: 


Е (8) = a (0) + угу [a, (1) cos 2i n9 -+ a(i) sin 2i n9]. (3.1) 
i=] 
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Пусть сигнал F(6) пропущен через фильтр нижних частот, подав- 
ляющий все члены суммы с индексом і>#. Такие фильтры можно 
выполнить похожими на частостные фильтры, описанные в 6 23. 
Отфильтрованный сигнал Ғ+(9) имеет верхний предел B сумме 
(3.1) 1=^ a не і=оо. Амплитудная модуляция несущей 
У 2 cosQ$0 сигналом 00 дает 


F* (0) у 2 cos Q, 0 = 51а, (i) cos (©, — 271) 0 — a, (i) sin (©, — 2i) 6] + 


Iz] 


-- a (0) V 2 cos ,0 + У [а, (i) cos (Q, +27 i) 0 4-a, (i) sin (Q, + 2x i) 9]. 
i=l (3.2) 
Первая сумма описывает нижнюю боковую полосу. Затем следует 


составляющая с частотой несущей ©, которая соответствует CO- 


ставляющей Ё+(9) на нулевой частоте. Вторая сумма описывает 
верхнюю боковую полосу. 


Разложим F(0) в ряд Уолша: 
F () — a (0) + X [a,(i)cal (i, 0) + a, (i) sal (i, 9] = 


i=] 


= =a (0) + Ù [a, (i) wal (2i, Ө) + а, (i) wal (2i — 1, 9)]; (3.3) 


i 


8 


itv 


= DU 12: 


Пропустим F(0) через фильтр нижних частостей, который подав- 
ляет все члены C i4. Отфильтрованный сигнал Р++(9) имеет 
верхний предел суммы {=А. Таким образом, разложения B ряд 
F*(0) и Е++(0) имеют одинаковое число членов. Амплитудная MO- 
дуляция несу щей Уолша wal(j, 9) сигналом Ё++(0) дает 


ЕТ (6) wal (j, 0) = a (0) wal (j 19+ Y (a, (i) wal (2i ® j, 0) + 
i=l 

+ a, (i) wal (2i 1) 9j, 91) (3.4) 

Если сравнить (3.4) и (3.2), то можно видеть, что компонента, 
соответствующая постоянной составляющей а(0), в обоих случаях 
передается самой несущей. Однако в (3.4) содержится только од- 
на сумма. В зависимости от значения | эта сумма может описы- 
вать «верхнюю», «нижнюю» или частично верхнюю и частично 
нижнюю боковые полосы. Рассмотрим, например, число 2k, име- 
ющее ў разрядов в двоичной записи. Пусть j больше 2k и пусть j 


имеет нули в ў наименьших dere Torza справедливы следую- 
щие соотношения: 


=, ра, Е | 


Е) ЕЕЗ a E D 
[coc ЕСТ | 
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(3.5) 


Для такого выбора j все индексы 2iQj и ODE j CyMMBI 
(3.4) больше, чем индекс ] несущей wal(j }, 0). Это соответствует 
модуляции с одной верхней боковой полосой. 

В качестве следующего примера рассмотрим случай, когда ј 
имеет единицы в N наименьших разрядах. В этом случае получаем: 


21] —j—2,j—4,.. , | — 28 <]; 
(а = р Баа Е ран (3.6) 


Теперь индексы 2iQ j и (2i—1) Ф] в сумме (3.4) меньше, чем: 
индекс несущей wal(j, 0). Это соответствует ты с одной 
нижней полосой. 

Если. двоичное представление числа | имеет B N младших раз- 
рядах как единицы, так и нули, то числа 2i Qj и (21-1) Ф ј для 
определенных значений і будут больше j, а для других значений 
меньше j. Это соответствует модуляции с частично верхней и ча- 
стично нижней полосой. 

Почему амплитудная модуляция синусоидальных и косинусои- 
дальных несущих дает две полосы, а амплитудная модуляция не- 
сущих Уолша — только одну полосу? Чтобы найти ответ на этот 
вопрос, рассмотрим теоремы умножения синусоидальных и косину- 
соидальных функций: 

2cos i 0 cos k @ = + cos (i — k) Ө + cos (i + А) 6; 

2sini Ө cos £0 = + sin (i — k) Ө + sin (i + А) 6; (3.7), 
2cosi 0sin k 0 = — sin (i — k) Ө + sin (i + А) 6; | 

2sin i 0 sin £ = + cos (1 — k) Ө — cos (i + k) Ө. 

В правой части этих уравнений стоит сумма двух синусоидаль- 
ных или косинусоидальных функций. Пусть coskð или sinkð будут 
несущими, a соѕіӨ или 311 — компонентами сигнала, модулирую- 
щего несущие по амплитуде. В результате этого получаются верх- 
ние и нижние полосы. Таким образом, двухполосная модуляция 
синусоидальных и косинусоидальных несущих является следстви- 
ем теорем умножения (3.7). | 

Рассмотрим еще раз теоремы умножения функций Уолша: 

cal (1, 0) cal (&, 6) = еа! (т, 0); г=Е ФЕ; 

sal (i, 9) са! (k, Ө) = sal (r, 0); г = [Е Ф@— 01+ 1; _ 

cal (1, 9) за! (k 9) = sal(r, 0; г =: ФЕ 1) -- L (3.8} 
sal (i, Ө) sal (А, Ө) = cal (r, 9; г = (1— 1) $ (k— 1). 

В правой части (3.8) стоит только одна функция Уолша. Пусть 
са! (А, 9) или sal(k, Ө) будут несущими, а cal(i, 0) или sal(i, 9) — 
компонентами сигнала, который модулирует по амплитуде несу- 
щие. Больше нет «нижней боковой» и «верхней боковой», а есть 
только одна функция. По этой причине амплитудная модуляция 
функций Уолша дает однополосную модуляцию. Схема для осу- 
ществления амплитудной модуляции несущей Уолша показана на 
рис. 3.14. 
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Косинусоидальную несущую У 2cos Qð, модулированную 
Е+ (0), можно демодулировать умножением на У 2cos 0,0: 


[Е (0) /2 cos 2,0] 12 cos 0,0 = F* (0) (1 + cos 20,0). (3.9) 


8) Рис. 31. Амплитудный 
модулятор (2) и emo- 


) 
Р(Ө) Fto F *'(8)cat (jo EF*'(g) дулятор (6) для несу- 
Е [e| > > . ^ | | р |009) щих Уолша: 
F'e)cat(j Ө Ф 
: — фильтр нижних часто- 
b cat (t 0) д cat (j 0) стей; ЛП — перемножитель 


Первый член в правой части представляет собой демодулиро- 
ванный сигнал. Второй член должен подавляться фильтром. В 
среднем половина мощности сигнала теряется в процессе филь- 
трации. Эта потеря энергии несущественна, если сигнал Е+(0) х 
ХУ 2cos 00 можно перед умножением на У 2соз 90 усилить. 

Пусть сигнал D+(0) передается на несущей У 2cosQ,0. B pe- 


зультате синхронной демодуляции с помощью колебания | 2X 
Х cos 0,0 получаем 


10+ (6) V/2 cos Q,0] У 2 cos Q,8— О? (8) [cos (Q,— 9) 0 + cos (©, + Q) 0] 


(3.10) 


Пусть сигналы F*(0) и D*(0) содержат колебания с частотами 
в интервале 0<у=< у и пусть демодулированные сигналы прохо- 
AAT через частотный фильтр с частотой среза Vrp. Сигнал F+(0) 
будет принят без помех со стороны сигнала D'*(0), если частоты 


несущих У 2cosQo0 и V 2соѕ 9.0 удовлетворяют следующему 
условию: 


a 


(Q,—€€)/21 — v 2 у; O0szvszwvy. (3.11)- 
Умножим сначала сигнал F+(0) У 2cosQ40 на вспомогатель- 
ную несущую У 2 cos Q4,0, а затем на 2 cos (9,—@„) 0: 
[+ (9)V/ 2 cos 0,0] V 2 cos 0,0 }2соз (Q — Q,)0— 
—F* (0) [1 + cos 2 (Q, — Q,) 0 + cos 2, 0 + cos 20,0]. (3.12) 
В результате получаем нужный член Ft(0). Три нежелательных 
члена должны быть отфильтрованы. _ 
Пусть принят сигнал D+(0) V 2cos(Qo—2 Q,)0. Прямая син- 
хронная модуляция согласно (3.9) дает 
10+ (0)V 2 cos (О, — 20) Ө] 2 cos 0,8 = D7 (6) [соз 20,04-cos 2(0—9,)0]. 


(3.13) 
Если частотный диапазон сигнала D-*(0) достаточно мал, TO CHI- 
нал (3.13) можно отфильтровать. Таким образом, между сигнала- 
ми Е+(0) и D*(0) нет взаимного влияния. Однако это не выпол- 
няется, если сигнал D+(9) У 2соз(9,—20„)0 сначала умножает- 
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CH на вспомогательную несущую У 2cos Q40, а потом демоду- 
лируется умножением на 2cos(Q— OQ, )0: 


{IDF (8) V 2 cos (0, — 20,) 0 ] VZ cos 2,0 } 2cos (Q, — 2,) 0 = 

= D* (0) [cos 20,0 + cos 2(0,—20,)0-1- 1- cos 2 (Q, — 9,) 0]. (3.14) 
В правой части (3.14) появляется член D*(0), который искажает 
Е+(0). Из (3.7) и (3.14) можно видеть, что особенности приема 
сигналов вытекают из теорем умножения синуса и косинуса. Вза- 
имного влияния не было, если бы в правой части (3.7) было не 
два члена, а один. 

Рассмотрим те же самые процессы в случае применения функ- 
ций Уолша в качестве несущих. Умножим сигнал FH (0) \а1 (7, 0) 
из (3.4) на wal(j, 9): ` 

Е" (6) wal (j, Ө) wal (j, Ө) = F** (0) wal (0, 0) = F**(0); (3.15) 
j®j=0. 

В отличие от синхронной демодуляции синусоидальных несу- 
щих, здесь уже нет высокочастостного члена, который нужно от- 
фильтровывать. Однако это отличие обычно не имеет большого 
значения, так как в многоканальной системе фильтрация все рав- 
но необходима для разделения сигналов различных каналов. Что- 


бы это показать, рассмотрим передачу сигнала D**(0) на второй 
несущей wal(1, Ө): | 


k 2k ; 
DF (0)—b (0) + У; [b,(i) cal (i, 9) + 5,(i) sal (7,9)] — > c(r)wal(r,9). (3.16) 
1=1 г=0 
В результате синхронной демодуляции 0++(0) уа1(/, 0) путем yM- 
ножения Ha wal(j, 9) получаем 


|D** (0) wal (1, 6)] wal (j, €) = ++ (9) wal (Фу, 0) = 


2k 
= y c(r)wal(l®ji®r, Ө) (3.17) 
res 

Пусть Р++(0) и 2++(9) содержат только функции wal (0, 0); 
cal (i, 0) и sal (i, 0) сіу или wal (r, 0) c г= 2. Пусть далее ne- 
модулированные сигналы проходят через фильтр нижних часто- 
стей с частостью среза и==А. Через этот фильтр не пройдет ни 
одна из составляющих сигнала (3.17), описываемых функциями 
Yonma җа1(1Ф/Ф/9), если будет выполнено следующее условие: 


ОФ О (3.18) 


Рассмотрим только два из многих возможных способов выпол- 
нения условия (3.18). Пусть число 2k имеет v двоичных цифр. 
Пусть j и | будут больше 25 и имеют нули только B наименьших 
разрядах. Тогда получаем: | 


ІФт= 1+1, 1+2... 142; | 
"CD АТ, E D] Е. 
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(3.19) 


Чтобы выполнить условие (3.18), надо удовлетворить условию 


| lj > 28. 77 (8.20) 
Прибавив по mod 2 число j к обеим частям (3.20), получаем 
[> 220 ј = 28 +j. (3.21) 


В последнем преобразовании были использованы соотношение 
jÐ ј=0 и тот факт, что 25 имеет ү разрядов, в то время как j 
имеет нули B N наименьших разрядах. Прибавив по mod 2/ к обеим 
частям (3.20), получим второй способ выполнения условия (3.18): 


ј> ®@1= 98417 -— (3.22) 


Условия типа (3.21) и (3.22) разделяют частостный спектр Ha 
частостные каналы аналогично тому, как частотный спектр раз- 
деляется на частотные каналы в соответствии с требованиями оп- 
ределенной ширины полосы каналов. Позже будет рассмотрен бо- 
лее общий метод распределения частостных каналов для несущих 
Уолша, основанный на теории групп. 

Сигнал F**(0)wal(j, 9) можно умножить сначала на вспомо- 
гательную несущую wal(7 0), а потом демодулировать его умно- 
жением на несущую wal(j€9 А, Ө): 


{[ЕЧ (Ө) wal (j, Ө)] wal(h, 9)! wal (ФА, 0) = 
= [F** (0) wal (j & h, 0 [маі ФА, 6 = F**(0) (3.23) 


Таким образом, при использовании несущих Уолша перекрест- 
ных помех не возникает. Чтобы показать это, умножим принятый 
сигнал D-tt(0)wal(l, Ө) сначала на wal(h, 9), а потом ga wal(j Ф 


Dh, Ө): 
[РТ (0) wal (1, 9)] wal (h, 0) wal G @ h, 9) = БР" (хаки, 6) = 


= D** (0) wal (<, 9) = y € (r) wal 14 j GG r, Ө). (3.24) 
` г—0 


Сигнал D**(0)wal(i Ө у, 9) не содержит компонент, которые 
могли бы пройти через фильтр нижних частостей с частостью сре- 
за и==А, так как выполняется условие (3.18). Отсутствие «зер- 
кального» сигнала можно отнести за счет наличия только одной 
функции Уолша в правой части (3.8) и (1.29). 

На рис. 3.16 показана и es схема ео де- 
модулятора несущих Уолша. 

Амплитудная модуляция функций других полных ортогональ- 
ных систем может быть рассмотрена аналогичным образом. Пока 
ни одна из них не дает ощутимых практических преимуществ, HO 
это может быть следствием недостаточно энергичных исследова- 
ний в данной области. Большинство хорошо известных функций B 
результате перемножения имеет не один или два члена, как в слу- 
чае функций Уолша или синусоидальных функций, а бесконечное 
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число членов. Несущие, основанные на последовательности перио- 
дических прямоугольных импульсов, образуют ортогональную, но 
неполную систему. Амплитудная модуляция их сильно отличается 
от амплитудной модуляции синусоидальных функций или функций 
Уолша. 

3.1.2. Многоканальные системы 


Одним из наиболее важных применений амплитудной модуля- 
ции является ее применение в многоканальных системах связи. 
Рассмотрим частотную многоканальную систему для телефонии. 
Совокупность т телефонных сигналов проходит через фильтры 
нижних частот и модулирует по амплитуде т синусоидальных или 
косинусоидальных несущих. В принципе, промодулированные не- 
сущие можно сложить и затем передать по общей линии связи. 
Для подавления одной боковой после модулятора ставятся поло- 
совые фильтры. 

Существует несколько способов разделения сигналов в прием- 
нике. Одним из них является синхронная демодуляция, которую 
можно применять и для несинусоидальных несущих. Принятый 
групповой сигнал перемножается в M модуляторах с т несущими, 
такими же, как и несущие, используемые в передатчике. Несущие 
приемника и передатчика должны быть синхронизированы. Это 
означает, что частоты должны совпадать, а фазовый сдвиг дол- 
жен быть очень мал. Демодулированные сигналы проходят через 
т фильтров нижних частот, подавляющих гармоники сигналов 
других каналов: 

Используемые на практике частотные многоканальные системы, 
конечно, отличаются OT вышеописанной, так как в них использу- 
ются характерные свойства синусоидальных и косинусоидальных 
функций. Здесь особое значение имеют те свойства, которые яв- 
ляются общими для всех полных систем ортогональных функций. 

В теории частотных многоканальных систем известны два ме- 
тода: квадратурная модуляция и однополосная модуляция. B слу- 
чае квадратурной модуляции две несущие с одинаковой частотой, 
HO сдвинутые относительно друг друга по фазе на 90°, модулиру- 
ются по амплитуде двумя независимыми сигналами, лежащими в 
одном и том же частотном диапазоне. Получаются два сигнала, 
каждый из которых занимает полосу, равную удвоенной полосе 
частот передаваемого сообщения. Полоса частот, занимаемая 
обоими сигналами, не превышает полосы частот, занимаемой од- 
HHM сигналом, так как оба сигнала расположены в общей полосе. 
При однополосной модуляции по амплитуде модулируется одна 
несущая определенной частоты и одна из боковых полос подав- 
ляется. Имеется несколько методов для этого подавления. 

Соответствующие методы модуляции существуют и для часто- 
стных многоканальных систем [11]. За отсутствием лучших терми- 
HOB их тоже можно назвать квадратурной модуляцией и однопо- 
лосной модуляцией. Для каждой частости i существует две функ- 
ции Уолша cal(i, Ө) и sal(i, 0). Квадратурная модуляция означает, 


95 


что как cal(i, 0), так и sal(i, 0) модулируются по амплитуде ABY- 
мя независимыми сигналами. Однополосная модуляция означает, 
что модулируется либо cal(i, 9), либо sal(i, 0). В обоих случаях 
генерируется. лишь одна частостная полоса. 

Для пояснения принципа частостного уплотнения с помощью 
несущих Уолша обратимся к рис. 3.2. Выходные напряжения Двух 


ж'а РР 
; = Рис. 32. Принцип построения 
ре ЕЕ частостной многоканальной си- 
P CTeMBI: 
Ü 125 250 975. Ф — фильтр нижних частостей; П — 
ET b МАС перемножитель; С — сумматор 


микрофонов прикладываются к точкам а и а’. Они проходят 
фильтры нижних частостей Ф. Ha их выходах б и Ó' появляются 
ступенчатые напряжения, которые подаются на перемножители In 
где они модулируют по амплитуде две периодические несущие 
Yonma, подведенные к точкам в и в’. Промодулированные несу- 
щие ги г’ складываются в сумматоре C. В результате получается 
выходное напряжение 0. Это напряжение умножается в приемни- 
ке на те же несущие, что использовались в передатчике. Напря- 
жения, появляющиеся на выходах ж и ж’ перемножителей, про- 
пускаются через фильтры нижних частостей, которые аналогичны 
фильтрам, используемым в приемнике. Ступенчатые напряжения 
на выходах з и з’ аналогичны напряжениям в точках б и 6’. Их 
можно сразу подавать к потребителю. Фильтры нижних частостей 
приемника и передатчика создают задержку по 125 мкс. Пунк- 
тирные линии на временных диаграммах (рис. 3.2) показывают 
эти задержки. 

На рис. 3.3 показана многоканальная система с 1024 каналами 
связи для передачи сообщений в одном направлении. Будем рас- 
сматривать уплотнение аналоговых сигналов. Не представляет 
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труда видоизменить входные и выходные схемы для других THIIOB 
сигналов. Например, для передачи двоичной цифровой информа- 
ции ко входу канала прикладываются напряжения либо +0, либо 
—U. Для передачи обычного КИМ телефонного сигнала необхо- 
димо иметь семь каналов. Такие детали будут выпускаться из рас- 


{0240 EN Es т 
E А lz Га Ta~ Ты UTI. 


Fol. p e— E 


Рис 33. Частостная многоканальная система c 11024 телефонными канала- 
ми для передачи в одном направлении: 


Ф — фильтр нижних частостей; П — перемножитель: С — сумматор; ГТИ — генератор 
тактовых импульсов; ГФ — генератор функций; ГСИ — генератор синхроимпульсов 


смотрения, так как они для принципа частостного уплотнения не 
более важны, чем для принципа временного или частотного уплот- 
нения. | 

Двухпроводная линия, идущая от абонента, с помощью гиб- 
ридной схемы разделяется на передающую и приемную ветви. 
Сигнал на передающей ветви при- | 
кладывается x одному из 1024 He Г (9) — cm 11 
дов передатчика. Он проходит 


э + х 
фильтр нижних частостей Ф с ya- — ^ ӨЕ. 


стостью среза 4kzps. Переключате- (рд). 


ли в фильтрах нижних частостей - wai (1,8 ; 
управляются генератором синхро- о РУАН 
импульсов ГСИ. Входной сигнал wat (36) 
F(0) преобразуется в ступенчатую ‚9. НВАБРЕРЕРЫРЕРЕРЕ- | 
функцию Е++ (60); Е(0) и Е++(0) no- wat (0,5. 
казаны на рис. 3.4 без временной sin 240 A ATIUM 


задержки на 125 мкс. C05 210 аза 
После фильтрации сигнал моду- 40-5 X P ^ c— 
ERE SESS НЫНЕ ЕВ 1 51 

лирует по амплитуде одну из 32 He- П NDS 250 9 Я8 


сущих Уолша Т!—Тз на одном из 
перемножителей П. Первые четыре рис 34 Временные диаграм- 
несущие wal(0, 0)—wal(3, 0) пока- мы для многоканальной систе- 
заны на рис. 3.4. Длительность Т и мы рис. 3.3 
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‚положение их интервала ортогональности совпадают C длительно- 
стью и положением ступенек сигнала ++ (60). 

. 92 промодулированных несущих суммируются в сумматорах 
С—С в одну группу. В результате получаются 32 группы по 
32 канала в каждой, как это и показано на рис. 3.3. Число 32 вы- 
брано для . примера; принципы оптимального выбора размера 
групп и подгрупп будут рассмотрены позже. 

В перемножителях // выходные напряжения сумматоров моду- 
лируют по амплитуде несущие Уолша Тзз— Те. Сумматор Css сум- 
мирует получающиеся 32 напряжения. На выходе Css появляется 
ступенчатое напряжение. Длительность ступеньки равна 32-—Ж 
х 125 мкс-= 122 нс. Амплитуда этого выходного сигнала принимает 
8000 х (32)2=8 192 000 независимых значений в секунду. Сигнал 
занимает частостный диапазон 0<ф=<4,096м7рз. Этот групповой 
сигнал можно передавать либо прямо к приемнику, либо исполь- 
зовать его для модуляции синусоидальной несущей или несущей 
Уолша. | 

В приемнике сигнал сначала умножается в 32 перемножителях 
П на несущие Тзз—Тв, а потом каждый из полученных сигналов 
умножается в 32 перемножителях на несущие Т!—Тз. Демодули- 
рованный сигнал проходит через фильтры нижних частостей Ф, 
которые аналогичны фильтрам, используемым в передатчике. 

Функциональная схема, изображенная на рис. 3.3, пригодна 
как для квадратурной модуляции, так и для однополосной моду- 
‚ляции. Эти методы отличаются только используемыми несущими. 

Для несущих Т.—Тз лучше использовать функции Уолша 
wal(0, 0)—wal(31, 9). Их генерирование на основе теоремы yM- 
‚ножения (1.29) из функций Радемахера  wal(l, 0); wal(3, 0); 
wal(7, 0), ..., wal(2^—1, 0) показано в табл. 3.1. Функции Раде- 
махера генерируются двоичными делителями, как показано на 
рис. 2.7. 

Несущие Тзз—Т нужно выбирать таким образом, чтобы не 
было перекрестных помех и в то же время чтобы максимально 
использовался частостный диапазон. В табл. 3.2 показан возмож- 
ный выбор этих несущих. В этой таблице функции Уолша обозна- 
чаются как Wal(j, 0), так cal(i, 0) и sal(i, 9). Можно заметить, 
что. последние пять цифр нормализованной частости, записанной в 
двоичной системе, всегда равны нулю. 32 несущих Т:— Гз можно 
разместить между любыми двумя несущими из Тзз— Тв. Отведен- 
ный диапазон частостей используется полностью, нет потерь диа- 
пазона частостей между соседними каналами. 

Чтобы выбирать несущие не эмпирическим путем, можно вос- 
пользоваться теорией групп. Функции Уолша wal(0, 9)—wal (1023, 
0) образуют группу С с 20 элементами. Функции \а1(0, 0) — 
wal(31, 0) являются подгруппой Н c 25 элементами. Существуют 
210/25 —39 класса группы С по подгруппе Н. Это в точности равно 
числу несущих Тзз—Те. Функции Уолша, полученные модуляцией 
несущих Тзз—Те функциями wal(0, 0), ..., wal(3l, 9), являются 
элементами 32 классов. Все возможные функции wal(j, 0), uc- 


98 


Таблица 3.1 


Генерирование несущих Т!—Тз» с помощью умножения wal(k, 0)wal(/, 9)= 
— wal(j, 9) и несущих Tss—Te, с помощью умножения wal(k, 0)wal(Z, 9)х 
x wal(31, 9) 2wal(j, 0) 

Индекс 


Индекс 


Несущая Несущая 


T4 0 0 0 

T: | ] 0 To: 32 63 

Т8 2 3 1 TUE 64 127 32 
TE 3 3 0 Tog 96 127 0 
T; 4 ji 3 T 128 255 96 
T4 5 7 2 T 160 255 64 
Tz 6 7 1 т 192 255 32 
Тз 7 Г 0 ао 294 255 0 
TS 8 15 fi jm 256 511 224 
ne 9 15 6 а. 288 511 192 
dur 10 15 5 175 390 511 160 
Та 11 15 4 y 352 511 128 
Tas 12 15 3 T 45 384 511 96 
Ti 13 15 2 Tag 416 5 64 
T 14 15 1 Th 448 511 32 
qu 15 15 0 dU 480 511 0 
Ta 16 31 15 Та 512 1023 480 
Ts 17 31 14 о 544 1023 448 
Ту 18 31 13 m 576 1023 416 
T20 19 31 12 T 608 1023 384 
T5 20 31 11 Тьз 640 1023 352 
T22 21 31 10 а 672 1023 320 
Tig 22 81 9 ТЕБ 704 1023 288 
T4 23 31 78 T$ 736 1023 256 
T as 24 31 7 Ts 768 1023 224 
Td 25 31 6 Ті, 800 1023 192 
Тз; 26 31 5 UNS 832 1023 160 
T28 27 31 4 Ti 864 1023 128 
T29 28 3l 3 dq 896 1023 96 
Тзо 29 31 2 de. 998 1023 64 
Ta 30 31 1 Tes 960 1023 32 
Тз» 31 3l 0 ТОА 992 1023 0 


Таблица 32 


2X32 несущих частотной многоканальной системы (рис. 3.3) 


ЕЕЕ aS C MEDECIN IMMO DM KIM C C ndis a а 


Функция 
cal (і, Ө), sal (i, Ө wal (j, Ө) 
Несущая - ———— MÀ 
€, S ЕНиР Suri s E 
десятичный двоичный десятичный ДВОИЧНЫЙ 
Ti == 0 00000 0 00000 
Т, S 1 00001 Н 00001 
T с 1 00001 9 00010 
T s 2 00010 3 00011 
Ts с 2 00010 4 00100 
T. s 3 00011 5 00101 
F C 3 00011 6 00110 
Tg S 4 00100 7 00111 
T. C 4 00100 8 01000 
T 5 5 00101 9 01001 
Те с 5 00101 10 01010 
Tis S 6 00110 11 01011 
T c 6 00110 12 01100 
Ta 5 7 00111 13 101101 
Tis с 7 00111 14 01110 
Ts 5 8 01000 15 01111 
CERE с 8 01000 16. 10000 
Tis S 9 ‘01001 17 10001 
T. c 9 01001 18 10010 
T s 10 01010 19 10011 
p с 10 01010 20 10100 
p s 11 01011 21 10101 
Ts С 11 01011 22 10110 
T, 5 19 01100 23 10111 
Ts Е 12 01100 24 11000 
T 5 13 . 01101 25 11001 
T: c 13 01101 26 11010 
Toa 5 14 . 01110 27 11011 
T с М 20140 28 11100 
Тзо S 15 01111 29 . 11101 
Ta C 15 01111 30 11110 
T32 S 16 10000 3l 11111 


100 


Несущая 


десятичный 


Функция 


cal, (і, 0), sal (1, Ө) 


M M —— ——— 


i 


двоичный 


Продолжение 


wal (/, 9) 


десятичный 


j 


. двоичный 


LSU COMES RES D CEDE cct it Ma EU EDU аа четан Иг OO UE ON CLOS саата Dp mee c 


C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
С 
^ 
C 


000000000 
000010000 
000100000 
000110000 
001000000 
001010000 
001100000 
001110000 
010000000 
010010000 
010100000 
010110000 
011000000 
011010000 
011100000 
011110000 
100000000 
100010000 
100100000 
100110000 
101000000 
101010000 
101100000 
10111000 

110000000 
110010000 
110100000 
110110000 
111000000 
111010000 
111100000 
111110000 


101 


0000000000 
0000100000 
0001000000 
0001100000 
0010000000 
0010100000 
0011000000 
0011100000 
0100000000 
0100100000 
0101000000 
0101100000 
0110000000 


. 0110100000 


0111000000 
0111100000 
1000000000 
1000100000 
1001000000 
1001100000 
1010000000 
1010100000 
1011000000 
1011100000 
1100000000 
1100100000 
1101000000 
1101100000 
1110000000 
1110100000 
1111000000 
1111100000 


пользуемые B качестве несущих Tss—Te, получаются перемноже- 
нием каждой из функций  wal(0, 0); wal(32, 0), ..., wal (992, 0) 
(табл. 3.2) на любую из функций wal (0, 0); wat (1, 0), ..., ма1 (31, 
0). Такое перемножение означает лишь перестановку элементов 
каждого класса. Можно умножить wal(0, 0) на одну из 32 функ- 
ций wal(0, 0); wal(l, Ө), ..., ма! (31, 9). Далее можно умножить 
wal (32, 0) на эти 32 функции, затем wal(64, 0) и т. д. Всего cy- 
ществует 3232—2160 таких произведений. Это означает, что сущест- 
вует 2160 возможных способов выбора несущих Tss—Te, причем 
при использовании любого из них частостный диапазон будет ис- 
пользоваться без потерь и не будет перекрестных помех. 


На рис. 3.4 под несущими Уолша wal (0, 9) и wal(3, 0) показаны 
синусоидальные и косинусоидальные несущие. Их можно исполь- 
зовать как несущие T,—Ts, (рис. 3.3). В этом случае придется ис- 
пользовать более сложные перемножители. 32 промодулирован- 
ные несущие можно сложить без пропускания их через фильтр, 
выделяющий одну полосу. Этот вид квадратурной модуляции по- 
казывает тесную связь между частотным и частостным уплотне- 
нием. 


Из рис. 3.4 можно видеть, что любую систему функций, орто- 
гональных на конечном интервале, можно использовать в каче- 
стве несущих Т!—Тз» (рис. 3.3), если входные сигналы пропуще- 
ны через фильтр нижних частостей. Однако это утверждение не- 
справедливо для несущих Гзз— Ге. В качестве их можно выбирать 
только сигналы, описываемые функциями, для которых справед- 
ливы теоремы умножения. сходные C теоремами умножения сину- 
соидальных и косинусоидальных функций или функций Уолша. 


На рис. 3.3 показана дополнительная линия синхронизации ме- 
жду передатчиком и приемником. На практике для передачи сиг- 
нала синхронизации можно использовать один или несколько из 
. 1024 каналов. Если к 2"-каналу приложено постоянное напряже- 

ние, то передается функция wal(2^—1, 0), которая является функ- 
цией Радемахера. Ортогональность функций Радемахера инвари- 
антна к сдвигу. Поэтому относительно легко можно выполнить 
фильтры, следящие за ними. Модулированные функции Уолша об- 
разуют помеховый фон, который можно подавить выбором боль- 
шого времени усреднения следящих фильтров. | 


Требования к синхронизации и времени нарастания фронтов 
импульсов можно оценить, используя рис. 3.5. Пусть сигнал ие(#) 
представляет собой выходное напряжение телефонной многока- 
нальной системы с 1024 каналами. Длительность ступеньки равна 
122 нс. Информация о сигнале полностью заключена в амплиту- 
дах ступенек. Если передан сигнал ице(#), то при отсутствии шума 
для получения информации достаточно производить отсчеты ам- 
плитуд ступенек. Отсчеты можно производить в любом месте ин- 
тервала длительностью 122 нс при условии, что фронты ступенек 
напряжения бесконечно крутые. Это и определяет точность син- 
хронизации. 
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Рассмотрим влияние времени нарастания напряжения Ha TOT- 
ность синхронизации. Пусть время нарастания таково, что тре- 
‘буется 122 нс, чтобы перевести ие(Т) B и (2T); ОТ) в Ое(3Т) 
и T. д. как показано на графике ua(t) (рис. 3.5). Первоначальное 
ступенчатое напряжение можно восстановить, производя отсчеты 

и, (27) и.(1) точно в моменты времени 
e BO ООО r 


w 7 5 (27) «аси s ; — M F(9 
e ' E 
^ ——L— f (8) 


—— wat (0,8) 
РР -wdt(20) 
ЗЕ ЕЕЕ ЕЕ ио) 
АҒЫ ЫА=ҒЫҒ -ma (50) 
p————————— wat (0.0) 
—— M 51240 
ии Su 449 
И 09 ПАТЕ ЛИ 


b TO MAG 
Рис. 3.5. Конечное время нарастания Рис. 3.6. Временная диаграмма 
ступенчатой функции и фильтр для однополосной частостной системы. 
преобразования ue(f) B ua(t) Временная база для фильтра ниж- 


них частостей Г =125 ме, времен- 
ная база для несущей T =250 мкс 


Таким образом, если не учитывать ошибку синхронизации, то 
максимальное время нарастания равно 122 нс. В общем случае 
сумма времени нарастания и ошибки синхронизации должны 
быть меньше 122 нс. < 


В присутствии шума отсчеты амплитуд являются плохим ме- 
тодом обнаружения сигнала. Однако нетрудно видеть, что ug (t) 
можно восстановить до Ие(1) c помощью интегрирования, так как 
интеграл от Ua(t) в пределах, например, ТШ—2Т пропорционален 
ие(2Т)—ие(Т). | 

Схема, изображенная на рис. 3.5, преобразует #е(1) в Ug (t) 
практически без переходного процесса. В частотной теории по- 
строение фильтра, который мог бы это делать, является классиче- 
ской задачей. Простота, с которой можно решить эту проблему в 
данном случае, получается благодаря использованию в фильтре 
элемента с параметром, зависящим от времени, — полевого тран- 
зистора. 


Для обсуждения однополосной модуляции функций Уолша рас- 
смотрим рис. 3.6. Вверху показаны первоначальный сигнал Г (0) и 
сигнал Ft(0), отфильтрованный фильтром нижних частостей; 
здесь не учтен временной сдвиг между F(0) и Е++(0). Ha рис. 3.6 
показаны также несущие Уолша wal(0, 0); wal(2, 0); wal(4, 9); 
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wal(6, 0), ... . Hx временная база равна 250 мкс, т. e. удвоенной 
длительности ступеньки сигнала Ғ++(0). Отфильтрованный сигнал 
F**(0) можно представить на интервале (0<=—{<250) мкс B виде: 


F** (8) = c (0) wal (0, Ө) + с (1) wal (1, 9); 
9 = (t—19/T; & = 125 мкс; T = 250 мкс: (3.25) 
— 1/2 < 0 < 1/2. | 


Амплитудная модуляция одной из несущих wal(2j, 0) (рис. 3.6) 
сигналом Ft*(0) дает 


РТ (8) wal (2j, 0) = c (0) wal (21, Ө) + с (1) wal (2j + 1, Ө). (3.96) 


В результате модуляции получаются несущие Уолша wal (21-1, 0), 
которые не показаны на рис. 3.6. Таким образом, модулированные 
функции Уолша занимают весь отведенный частостный диапазон. 

На рис. 3.6 также показаны синусоидальные функции с времен- 
ной базой Т=250 мкс. Их амплитудная модуляция функцией 
Е++(0) не дает в результате однополосной частотной модуляции. 
Соответствие между функциями Уолша и синусоидальными функ- 
циями в случае квадратурной модуляции основано на том факте, 
что Wal(0, 0) — первая функция как ряда Yonma, так и ряда Фу- 
pbe. Однако в сигнале F**(0) (3.25) содержится составляющая 
\а1 (1, 0), которая не принадлежит ряду Фурье. 

Будем увеличивать временную базу несущих (рис. 3.6) от 250 
до 500 или до 1000 мкс, не меняя сигнал Р++(0). Тогда получим 
еще два примера частостных однополосных систем. Несущие 
wal(4j, 0) принимают значения Т=500-мкс, а wal(8j, 9) — T= 
ZJEPOD0-MKC; j2—50;1 2. — — 

Преимущества и недостатки множества возможных однополос- 
ных систем еще недостаточно изучены. Следует заметить, что си- 
стемы с квадратурной модуляцией являются особым случаем клас- 
са однополосных систем, когда временная база несущих равна вре- 
менной базе фильтров нижних частостей. 

Характерной особенностью многоканальных систем с частот- 
ным разделением сигналов по сравнению с многоканальными си- 
стемами с временным разделением сигналов является легкость, 
с какой смешиваются и разделяются сигналы или радиосигналы 
в сетях связи. Это объясняется тем, что в многоканальных систе- 
мах с частотным разделением сигналы четко отличаются своей 
частотой, которая не зависит от временных задержек. С другой 
стороны, сигналы в многоканальных системах с временным разде- 
лением имеют различные и неизвестные временные задержки и 
поэтому требуют для разделения дополнительной маркировки. 
Так как сигналы частостных многоканальных систем также четко 
разделяются по частости, то можно ожидать, что сети связи, соз- 
данные на их основе, будут довольно похожи на многоканальные 
системы с частотным разделением. 

На рис. 3.7 показано возможное распределение по частости 
групп и супергрунп в сети связи. Это распределение выбрано Ta- 


104 


ким образом, что группа, супергруппа А или супергруппа B явля- 
ются классами математической подгруппы функций Уолша 
wal(j, 0) с индексами j, меньшими 32, 128 или 256. Предполагает- 
ся, что используется однополосная модуляция и временная база 
равна 250 мкс. Индивидуальные каналы занимают полосу 0— 


Cynepepynna B 
64 канала DD 


7272775591 


ISP "m. 9 


s Cynepepynna A 
Sc. 32 канала 
SA 


A уппа, № каналов 
LO i 
S AGA wat (32 8). wat (34,0); ... wat 626) 


Е pj 
04 84 128 192 258 320 J84 448 512 


air es KZps 
T= 250 мис x 
Рис. 3.7. Распределение диапазона частостей 


4 kzps. 16 каналов образуют группу, занимающую частостный диа- 
пазон от 64 до 128 К7рз. Несущими являются функции wal(32-- 
= ОЕ... 15. 

Амплитудная модуляция несущей wal(96, 9) группой сдвигает 
полосу частостей, занимаемую группой, в диапазон (128— 
192) kzps; несущая wal(64, 0) сдвигает группу в диапазон (192— 
256) К2рз. Эти 32 канала на рис. 3.7 обозначены как супергруппа А. 

Модуляция несущей wal(192, 0) супергруппой А сдвигает по- 
лосу частостей, занимаемую супергруппой в диапазон (256— 
384)kzps; несущая wal(128, 0) сдвигает супергруппу А в диапазон 
(384—512)kzps. Получаемые 64 канала обозначены на рис. 3.7 
как супергруппа В. В табл. 3.3 показано, в какое положение час- 
тостного диапазона сдвигаются каналы. 16 каналов группы сдви- 
гаются из основной полосы несущими wal(j, 0), j— 32, 34, ..., 62. 
Например, сигнал в десятом канале модулирует несущую wal (50, 0). 
Частость wal(50, Ө) равна 50x 2—4100 kzps и сигнал занимает IO- 
лосу от 100 до 104 kzps. Несущая wal(50, 6) становится в супер- 
группе А несущей wal(82, 0), если ее умножить на wal(96, 0), 
или становится несущей wal(114, 0), если ее умножить на ма! (64, 
9). Десятый канал занимает полосу от 2Ж82=164 до 168 kzps 
или полосу от 2xX114—228 до 232 К2рз. Наконец, несущая wal (50, 
0) становится одной из несущих  wal(146, 0);  wal(178, Ө); 
wal(210, 0) или муа! (244, 0) в супергруппе В. Десятый канал 3a- 
нимает одну из полос шириной 4kzps с нижним пределом 2X 
< 146 =292 kzps; 2Ж178=356 kzps; 2Ж210=420 kzps или 2Ж244= 
— 488 kzps. | 

Рассмотрим случай передачи супергруппы В, супергруппы А и 
группы. Согласно рис. 3.7 сигнал занимает частостный диапазон 
от 64 до 512 kzps. С помощью фильтра нижних частостей C часто- 
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Таблица 33 


Переход or несущих wal(32, 0), ..., wal(62, 9) группы к несущим 
wal(64, 0), ..., wal(128, 0) супергруппы А ик несущим wal(128, 0), ..., wal(256, 0) 
: супергруппы B. Частость несущих равна 2j kzps для T —250 мкс 
БЕСЕ ОБЕ ВАЕ А А А Да НРАВ г. 


Супергруппа А; 2 группы 
сана ЕСА HANE вые NA. 


Группа 16 кана- 
лов 


Номер Несущая wal (96, 0) Несущая”уа! (64, Ө) 
канала 96—1100000 64—1000000 

7 |7 двоичный 7 7 двоичный 7 7 двоичный 
] 32 100000 64 1000000 96 1100000 
[2 34 100010 66 1000010 98 1100010 
З 36 100100 68 1000100 100 1100100 
4 38 100110 70 1000110 102: 1100110 
5 40 101000 [2 1001000 104 1101000 
6 42 101010 74 1001010 106 1101010 
7 44 101100 76 1001100 108 1101100 
8 46 101110 78 1001110 110 1101110 
9 48 | 110000 80 1010000 112 1119000 
10 50 110010 82 1010010 114 1110010 
11 52 110100 84 1010100 116 1110100 
12 54 110110 86 1010110 118 1110110 
13 56 111000 88 1011000 120 1111000 
14 58 111010 90 1011010 122 1111010 
15 60 111100 92 1011100 124 1111100 
16 62 111110 94 1011110 126 1111110 


c C COMI C ——Á——————————— ———————''!' AAA Oà])(éXéNATEOAwACUeZéeáó ÁnóÁ!À«( ES NN 
Супергруппа В: 2 супергруппы А 
о Е Е а ЧЕ 


Несущая wal (192, 0) Несущая wal (128, 0) 
192 — 11000000 128 — 10000000) 


j Г двоичный | ji | j двоичный И j двоичный | j | j двоичный 
d —M——MM——MÀ(Ó оаа 268 те а 
128 10000000 160 10100000. 192 11000000 224 11100000 
130 10000010 162 10100010 194 11000010 226 11100010 
132 10000100 164 10100100 196 11000100 228 11100100 
134 10000110 166 10100110 198 11000110 230 11100110 
136 10001000 168 10101000 200 11001000 232 11101000 
138 10001010 170 10101010 202 11001010 234 | 11101010 
140 10001100 72 10101100 204 11001100 236 11101100 
142 10001110 174 10101110 206 11001110 238 11101110 
144 10010000 176 10110000 208 11010000 240 11110000 
146 10010010 178 10110010 210 11010010 242 11110010 
148 10010100 180 10110100 212 11010100 244 11110100 
150 10010110 182 10110110 214 11019110 246 11110110 
152 10011000 184 10111000 216 11011000 248 11111000 
154 10011010 186 10111010 218 11011010 250 11111010 
156 10011100 188 10111100 220 11011100 252 11111100 
158 10011110 190 10111110 222 11011110 254 11111110 


— ди 
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стью отсечки 128 kzps можно выделить группу. Фильтр нижних 
частостей c частостью отсечки 256 kzps будет выделять группу и 
супергруппу A. Эта простая фильтрация возможна только тогда, 
когда частость отсечки равна 2"X4-—2"'?kzps; г=0, 1, 2, .... 

Рассмотрим следующий пример передачи супергруппы B. Вы- 
‚делим 32 канала либо в полосе (256—384) kzps, либо в полосе 
(384—512) К7рз. Умножим супергруппу В на несущую җа! (128, Ө). 
В табл. 3.3 показано, что полоса (256<ф<384) kzps (j= 
=128,..., 190) преобразуется в полосу (0«9«128)kzps (j—0, ... 
... 62); полоса (384<ф<512)К2рз (j—192, ..., 254) преобразуется 
в полосу (128«4«256)kzps (j—04, ..., 126). Фильтр нижних Ya- 
стостей с частостью отсечки 128К7рз может выделить полосу 
(0<‹ф<128)К7рз. Умножением на ҹа! (64, 0) можно сдвинуть ее B 
диапазон (128<ф<256)К7рз, который является диапазоном супер- 
группы А. Я 

Умножим супергруппу В на wal(192, 0). Полоса (256<Ф< 
« 384)kzps (/= 128, ..., 190) преобразуется в полосу (128<9< 
.«2b56)kzps (ј=64, ..., 126), полоса (384<%ф< 512) kzps (ј = 192, ... 
... 254) в полосу (0<Фф< 128) к2рѕ (j—0, ..., 62). Фильтр нижних 
частостей может выделить полосу (0<ф< 128) к2рѕ, которая Te- 
перь содержит другие каналы супергруппы В. 

Сигнал любого отдельного канала в полосе (2ј<ф<2] +4) Кхрѕ 
может быть выделен умножением входного сигнала на wal(j, 9) c 
последующей фильтрацией с помощью фильтра нижних частостей 
с частостью отсечки 4 kzps. Отфильтрованный сигнал затем можно 
сдвинуть в любую полосу частостного спектра умножением на со- 
ответствующую несущую Уолша. Выделение отдельных каналов 
или групп каналов без требования демодуляции всех каналов мо- 
жет быть использовано для распределения каналов по переклю- 
чаемым сетям связи [14]. 


Ранее предполагалось, что каналы и группы, собранные в су- 
пергруппу А или В, синхронизированы. Это предположение спра- 
ведливо, если все каналы комбинируются в группы и супергруппы 
на одной и той же центральной телефонной станции. Рассмотрим 
случай, когда каналы комбинируются в группы на различных цен- 
тральных телефонных станциях, и эти группы комбинируются в 
супергруппы на центральной телефонной станции более высокого 
уровня. Теперь уже нельзя предполагать, что эти группы синхро- 
низированы, но можно допустить, что они имеют одинаковую вре- 
менную базу T = 250 мкс. 


Компоновка несинхронизированных групп с одинаковой Bpe- 
менной базой будет рассмотрена с учетом рис. 3.8. На этом рисун- 
ке сверху показаны функции Радемахера ма! (31, 0) и ма! (127, 0) 
на интервале 0<0< 1/8. Умножение 


wal (127, 0) wal (63, 0) = wal (64, 9); 
wal (127, Ө) wal (31, 0) = wal (96, ©) 
дает функции wal(64, 0) и wal(96, 0). Согласно рис. 3.7 они яв- 
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ляются несущими, необходимыми для перевода двух групп B одну 
супергруппу А. | 

На рис. 3.8 (строки а) символически показаны сигналы двух 
несинхронизированных групп. Согласно рис. 3.6 и 3.7 эти сигналы 
состоят из сумм фучкций wal(32, 0); wal(33, 0), ..., wal(63, 0); 


амплитуды этих функций зависят 
E 3 о 
Т ии (310) от особенностей передаваемых 


Cerir 
ASUSU wa 270) СИГНалов. Из рис. 3.9 видно, что 


wat (64,0) сигнал, состоящий из составляю- 
2920090) щих \а1(32, 0); wal (33, Ө), 

группа 1 ...., wal (63, 0), является ступенчатой 

рута функцией с шириной ступеньки, 

равной 1/64. Нечетные функции 

а, wal (33, 0); wal (35, 0), .., wal (63, 

ИИ 0) на рис. 3.9 не показаны, так 

гута 2 Как они отличаются от четных 

wat (32 0) функций wal(32, 0); wal(34, 0, ... 

(MÀ 

., Wal(62, 0) только коэффициен- 

0 12 hs ssa TJ&g— TOM —1, на интервале —1/2<0< 

O 1005 (025 25536 31,75 МНС <0. Сигналы на рис. 3.8 (строки 

ГЕРАЙ МИС 1 а) разделены на интервалы - ши- 
Рис. 3.8. Принципы объединения РИНОЙ 1/64. На этих интервалах 
двух несинхронизированных групп Hx амплитуды ПОСТОЯННЫ. Отдель- 
в подгруппу А согласно рис. 3.7 ные интервалы обозначены 1, 2,.... 

Далее из рис. 3.9 можно ви- 
деть, что сигнал, состоящий из функций \а1 (32, Ө), ..., \а1 (63, 0) 
и имеющий амплитуду U на интервале —1/2=<0< (—1/2) + (1/64), 
должен иметь амплитуду —U на интервале (—1/2) + (1/64) <0< 
< (—1/2) + (2/64). Этот результат справедлив в общем случае: 
амплитуды имеют одно и то же абсолютное значение и противо- 
положный знак на любых двух интервалах (28/64) <0< (22/64) + 
+ (1/64) и (2/64) + (1/64) <0=< (25/64) + (2/64). На рис. 3.8 (crpo- 
ки а) показаны интервалы одинаковых абсолютных значений. На 
интервалах [и 2, 3 u 4, 5 n 6 un v. д. амплитуды имеют одинаковое 
абсолютное значение и противоположный знак. 

Производя отсчеты значений сигналов (строки а) в моменты 
времени, задаваемые тактовыми импульсами (строка 6), и запо- 
миная отчеты напряжений в течение интервала длительностью 
1/64, получаем сигналы строки в. Они синхронизированы с несу- 
щими wal(64, 9) и wal(96, 0). Но этой синхронизации еще недо- 
статочно. Группа 2 в строке в начинается в момент времени 0—0 
с интервалов | и 2, в которых амплитуды имеют одинаковые аб- 
солютные значения. Группа 1 начинается с интервалов, для кото- 
рых это несправедливо. Сдвигая группу с помощью схем, осуще- 
ствляющих отсчеты и запоминание значений сигналов, получаем 
сигналы строки г. Теперь точно засинхронизирована группа 1, а 
группа 2 не засинхронизирована. Для модуляции несущих 
wal (64, 0) и wal(96, 0) надо взять сигналы группы 1 из строки e 
и сигналы группы 2 из строки в. | 
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Заметим, что синхронизация здесь отличается OT синхрониза- 
ции при временном разделении, так как группы 1 и 2 могут быть 
сдвинуты относительно друг друга на любую величину, кратную 


IE cg раар таа P И 
9 — 


Рис. 3.9. Функции Уолша 


1/32. Такой произвольный сдвиг при временном разделении при- 
вел бы к перекрестным помехам. 
В символической записи сигнал супергруппы А имеет следую- 
щий вид: (группа 1) wal (64, 9) + (группа 2) wal (96, 6). 
Демодуляция супергруппы А с помощью  wal(64, 9) или 
wal(96, 0) дает следующие два сигнала: 
(группа 1) wal(64,0) + (группа 2) wal (96, 0) №а1 (64, 0) = 
| = (группа 1) + (группа 2) wal (32, 0); 
[(грулпа 1) wal (64, Ө) + (группа 2) wal(96, 0) wal (96, 0) = 
= (группа 2) + (группа 1) wal (32, ©). 
Один из членов правой части необходимо подавить, чтобы по- 
лучить в чистом виде группу 1 или группу 2. Члены (группа 1) 
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"| нижних частостей  РЁ++(0); 


ka 


или (группа 2) легче подавить, чем остальные. Практического 3Ha- 
чения это не имеет, так как получаются члены (группа 2) wal (32, 0) 


и (группа 1)\а1 (32, 0), которые можно демодулировать с по- 


мощью wal (32, 0): 
(группа 2) \а1 (32, 0) №а1 (32, 0) = (группа 2); 
[ (группа 1) wal (32, 0)]wal (32, 0) = (группа 1). 


Члены (группа 1) и (группа 2) можно подавить фильтром ниж- 
них частостей, осуществляющим интегрирование на интервалах 


 0«0«1/82; 1/32<0<2/32 и т. д. Эти интервалы интегрирования 


показаны в последней строке рис. 3.8. Для телефонной системы с 
1024 каналами их ненормированная длительность равна 7,8195 мкс. 
Эти интервалы интегрирования равны двум интервалам группы 2 
в строке в и группы 1 в строке e, в ко- 
торых амплитуды сигналов имеют оди- 
наковое абсолютное значение и про- 
тивоположный знак. Таким образом, 
интегрирование дазт нуль и сигналы 
подавляются. 

Умножение группы 2 в строке в и 
группы | в строке г на wal (32, 0) 
приводит к тому, что знаки на интер- 
валах [и 2, Зи 4 ит. д. становятся 
одинаковыми. Интеграл уже не равен 
нулю и сигналы (группа 2) wal(32, 0) 
или (группа 1) wal(32, 0) проходят 
через фильтр нижних частостей. 

На рис. 3.10 показаны некоторые 
осциллограммы частостной многока- 
нальной системы, полученные Люке и 
Мэйлом. Для ясности вместо несущих 
wal (32, 9), .., wal(62, 0) (рис. 3.7) 
показана несущая wal(5, 0). По той 
же причине для вторичной модуляции 
использована несущая wal(9, 0), a не 
wal (96, 0) или wal (64, 0) (рис. 3.7). 
Ослабление перекрестных помех в 
этой аппаратуре составляет порядка 


Рис. 3.10. Осциллограммы ча- 


стостного уплотнения телефон- —95 ДБ при использовании отдельной 
ных сигналов: линии синхронизации и падает до 
а) входной сигнал Г(0); 6)  .—53 дБ, если сигнал синхронизации 


сигна Н Ы) 
гнал ма выходе фильтра передается вместе с телефонным CHT- 


в) несущая wal(5, 0); г) nep- Налом и выделяется фильтром, отсле- 
вичная модуляция F++(0)X живающим функцию Уолша. При ис- 


Xwal(5, 0); ð) несущая ма (9, пользовании сжимателей динамическо- 
0); е) вторичная модуля- 


р 
ция F*t*(0)wal(5, 0)wal(9, 9); го диапазона (компандеров) такое 


масштаб по горизонтали Ослабление вполне удовлетворяет TE- 
50 мкс/дел лефонным стандартам. Однако в на- 
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стоящее время частостное уплотнение имеет особый интерес для 
цифровых сигналов с ограниченной пиковой мощностью, а в этом 
случае ослабление перекрестных помех —53 дБ более чем доста- 
TOUHO. 

3.1.3. Цифровое уплотнение 


Ранее было указано, что частостные фильтры, основанные на 
функциях Уолша, можно легко реализовать как цифровые фильт- 
ры. Так как полосовые фильтры требуют частостного сдвига CHT- 
нала так же, как и многоканальные системы, можно ожидать, что 
частостные многоканальные системы легко можно реализовать с 
помощью цифрового оборудования. Рассмотрим для примера уп- 
лотнения двух телефонных сигналов согласно рис. 3.2. 

Необходимо уплотнить два сигнала Е,(0) и F;(0). Эти сигналы 
представлены на рис. 3.2 кривыми Q и а’. Амплитуды на опреде- 
ленном интервале, например, 125 мкс<1< 9250 мкс преобразуются B. 
цифровую форму преобразователем аналог—цифра. В табл. 3.4 
приведены цифровые представления: 411010 для Ей 


—011010 для Fj-*(0). Уплотнение этих сигналов будет рассмотрено 


с использованием табл. 3.4. Предполагается, что ЁЕ2(0) и Ет(0) 
являются сигналами восьмиканальной системы. В качестве несу- 
щих используются восемь функций Уолша от wal(0, 0) до sal (4, Ө). 
Сигналы идут только по двум каналам. Это соответствует коэф- 
фициенту загрузки, равному 0,25. Эта величина коэффициента за- 
грузки характерна для телефонной многоканальной системы в пе- 
риод максимальной загруженности. | 

Несущие —sal (1, 0) и —за1 (3, 0) можно представить восьмью 
цифрами +1 и —1, как показано в столбцах в и в’ табл. 3.4. Отри- 
цательный знак несущих здесь несущественен. Несущие —sal(1, 9) 
и —sal(3, 0), промодулированные по амплитуде сигналами F+ (0) 
и Fr (0), дают восемь раз числа +110110 и —011010, умножен- 
ные на коэффициенты +1 и —1, как показано B столбцах ги e. 
Групповой сигнал —F (0) в столбце д получается суммированием 
двух чисел из одной строки в столбцах ги 2 

Групповой сигнал представляется числом, имеющим на одну 
цифру больше, чем Fzt*(0) или F+ (0). 

Совокупность 8X8 цифр, включая знак сигнала —F (0), MOX- 
но передать многими способами. Например, можно использовать 
64 прямоугольных импульсов с амплитудами +1 или —1. В этом 
случае для образования группового сигнала будет использовано 
частостное разделение, а для передачи — временное разделение. 
Получившееся число импульсов 64 равно числу импульсов при 
временном уплотнении восьми каналов C добавлением одной циф- 
ры к семи цифрам в каждом канале для проверки на четность. 
Добавление одной цифры позволяет обнаруживать одиночные 
ошибки, но не позволяет их исправлять. 

Демодуляция —Р(0) достигается умножением —F (0) на 
—sal(1, 9) и —sal(3, 0). Полученные двоичные числа показаны 
в столбцах ж и ж’. Интегрирование F(0)sal(l, 0) и F (0)sal(3, 0). 


RI 


Таблица 34 


Цифровое частостное уплотнение двух сигналов: Ert (9) и RU (9) 
согласно рис. 3.2 


—_————ыыы—ы—=—=_=ы::зшВЙ:нБнжшэшщшщшщщщм=шэсцсцсьБкКБь ББ к 


— sal (1, 0) 


————— —À — ННЦ 


—sal (3, 0) 


Ц-фровые представления сигналов B различных точках рис. 3.2 


САД (0) sal (1, Ө) 


ео (8) sal (3, 6) 


` 


д 


— F (0) 


+ Е (0) sal (1, 0) 


Е (0) sal (3, 0) 


2—-- 110110000 
2/8— 4-110110 


2;—— 011010000 
2,/8——011010 


+1 | +1 [4-110110 |—011010 |--0011100 -1-0011100 4-0011100 
+1 | —1 [4-110110 4-011010. |--1010000 1010000 — 1010000 
+1 | —1 |4-110110 |2-011010 |-- 1010000 1010000 — -|— -—1010000 — = 
+1 | +1 |+110110 |—011010 |+0011100 -40011100 0011100 
—1 | —1 |—110110 |--011010 |—0011100 40011100 9011100 
—1 | +1 |—110110 |—011010 |—1010000 --1010000 — 1010000 
—l | +1 |—110110 |—011010 |—1010000 1010000 — 1010000 
—1 | —1 |—110110 |--011010 |—0011100 --0011100 0011100 
| 
| 


означает сложение восьми чисел в колонках ж и ж’, что дает 
+ 110110000-и —011010000. Деление на восемь дает первоначаль- 
ные значения /:++(0) и Рт++(0). На практике для получения этих 
чисел лучше применить к групповому сигналу —F (0) быстрое 
преобразование Уолша— Фурье из $ 1.2. Однако включение опи- 
сания этого метода, позволяющего экономить время, затруднит 
пояснение принципа. 

Сигнал —F (9) содержит только числа с абсолютными значени- 
ями 0011100 и 1010000; два из них имеют отрицательные знаки и 
два — положительные. Это характерно для работы системы C дву- 
мя активными каналами. Таким образом, если из-за действия 
помех одна цифра изменится, то ее можно исправить, сравнив с 
тремя неизменившимися. В большинстве случаев можно исправить 
две ошибки и во многих случаях — больше двух. Поэтому здесь 
имеется определенное преимущество по сравнению с методом вре- 
менного разделения. Это объясняется тем, что при использовании 
временного разделения и при коэффициенте загрузки 0,25 в те- 
чение 3/4 времени не передается никакой полезной информации. 
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Было исследовано большое число разновидностей схем часто- 
стно-цифрового уплотнения. Однако их возможное число настоль- 
ко велико, что не было сделано определенных выводов o6 HX OT- 
носительных преимуществах. 


3.1.4. Методы однополосной модуляции 


Амплитудная модуляция синусоидальных и косинусоидальных 
несущих согласно теоремам об умножении этих функций дает 
двухполосную модуляцию. Существует ряд методов для устране- 
ния одной боковой полосы, которые можно хорошо проанализиро- 
вать с помощью ортогональных функций. 

Рассмотрим два передатчика, которые излучают синусоидаль- 
ные колебания с частотой Qo имеющие фазовый сдвиг (1/2) x. He- 
сущие, модулированные временными функциями F*(0) и jD* (0), 
будут иметь вид F*(0) У 2cos Q90 и D*(0) V 2sin Q8. Предпола- 
гается, что частота Qo может быть точно воспроизведена B при- 
емнике и что существует фазовый сдвиг о между принятыми несу- 


щими И 2cos Q0 Ho V 2зш оо и опорными несущими рух 
Хсоѕ (200 а) и У 2 зт (00-Е а). Умножение принятого сигнала 


S (0) = F* (0) V2 cos 9,0 D* (0) V 2 sin Q8 (3.27) 
на V 2 cos (Q0 +a) H V 25іп(©00--а) дает: 
S (0) V Z cos (Q8 + а) = Е" (0) cos a+D* (8) sina + 


Е (0) cos (2,0 + a) + D* (0) sin (20,0 -+ о); (3.28) 
S (6) ИЗ зп (0,9 + a) = — Е () sina--D* (8) cosa +- 
-+ F* (0) sin (29,0 + а) —D* (8) cos (20,8 + о). (3.29) 


Члены в правой части (3.28) и (3.29), содержащие множители 
cos(2Q40--a) или sin(2Q50--a), имеют только высокочастотные 
компоненты; они будут подавлены фильтрами. Если фазовый 
слвиг очень мал, то в правых частях (3.28) и (3.29) останутся 
только сигналы F^(0) и D*(0). Таким образом, используя две He- 
сущие равной частоты, но со сдвигом фаз, равным л/2, можно без 
взаимных помех передавать два независимых сигнала F*(0) и 
D*(0). Иначе говоря, каждый частотный канал может быть раз- 
делен на два фазовых канала, которые будут здесь называться 
_ синусоидальным и косинусоидальным каналами. Синхронная де- 
модуляция позволяет использовать оба фазовых канала. Напри- 
мер можно в (3.29) заменить F*(0) на 1+ 2+(0) и потребовать, 
чтобы сигналы F-^(0) и D*(0) практически не имели составляю- 
ших на частоте ниже определенной. Тогда сигнал 5 (9) можно де- 
модулировать схемой, изображенной на рис. 3.11. На выходе Ї по- 
лучается сигнал П-+МЕ+(69)] (1-с0$ 2 900), а на выходе 2 — 
0+ (8) (14- cos 2 000). | 

Однонолосная модуляция — отличный способ передачи по CH- 
нусоидальному и косинусоидальному каналам. Чтобы показать 
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— S м — H 


это, разложим сигнал F(0) B ряд по синусоидальным и косинусои- 
дальным импульсам согласно рис. 1.1: 


Е (0) = a(0)f(0,9-- V2 У [а, ( () cos 2210 + a) sin тв (3. 30) 


I 


— 1/2x:0 < 1/2. 


0 +)] [o 


Sina 
Е. в V tüs(Q 0+ Рис. 3111. Коррекция фа- 
[14MF (0)02со596 VAS в зовых различий между 


принятой и опорной 
функциями У 2 cos 900 
и V 2cos (Q +a) 


П — перемножитель; Ф — 
фильтр НИЖНИХ частог; 
ГВЧ — генератор ВЧ; УФВ — 
= управляемый фазовраща- 
тель; ФВ — фазовращатель 


[7+ МЕ'(9)](1+с052%,0) на 90 


[14 4F (В) [sinas * sun(2 25 


Преобразования Фурье q(0, v); qeli, v) и qs(i, v) этих импульсов 
можно получить согласно (1.24). Первые пять преобразований по- 
казаны на рис. 1.6. "^ 

Обозначим произведения f(0, 0) V/2cos Q9; f(0, 0) У 2310,0; 
2соѕ 2710 cos 000; 2соѕ 2719 sin 090; 25іп 2л19 cos Q0 и 25т2л9Ж 
Xsin Qð через 0 (9); do,s (0); ас, c(0); deis(0); ы, c(0) и dsi, (9). 
Преобразования Фурье этих произведений обозначим через 
ho, с(у), T hsi, s (v): 


ho. (у) = > V 2 [q (0, МЕ vo ( —) d (0, v ai VAI ‚| 
hac ‚с = тут [qe (1, ме ) Че (МЕ vo)l; | (3.31) 
de р V2 (45 (5, У vo) - ql, y -+ va); ‚| 
e e : 
0 2n 


Знаки B круглых скобках справедливы для преобразований Фурье 
Йо, з (у); Ёо, s(v) n Ata, (№). 
Преобразования Фурье Gc(v) и Gs(v) от функций  F(0)X 


c2 o и F(0) V 2sin Qy0 можно получить из (3.30) и 
31): 

С, (v) = а (0) ho (v) У lal) ha (У) + as) №, (У) 

ce | (3.32) 


G; (v) = a (0 hy У (а, (ha ав, (У). 
1—1 


deem e 


) 
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Чтобы пояснить вид функций С,(у) и Gs(v), рассмотрим слу- 
чай, когда (1) =а, (1) =1, а все другие коэффициенты равны Hy- 
лю. Получившиеся преобразования Фурье функций: 


V2 cos 210 V cos 0,0; /2 cos 210 У 2 sin Q8; 
У2 т 216 V2 cosQ,0; V2 sin 210 V 2 sin 9,0 


показаны на первых четырех строках рис. 3.12. Заметим, что 


V2cos2n0 и V 2sin2n0 являются косинусоидальным и CHHyCO- 
идальным импульсами, которые равны нулю вне интервала 
—1/2<0< 1/2. 

Из преобразований Фурье, изображенных в первых четырех 
строках (рис. 3.12), можно получить следующие однополосные сиг- 
налы: 


fes (0) = cos 270 sin Q,0 + sin 219 cos 4,0; 


fcc (8) = cos 270 cos Q6 — sin 2n0 sin Q9; (3.33) 
fso (0) = cos 210 sin 9,0 — sin 270 cos 99; 
Е, (0) = cos 270 cos 9,0 + sin 270 sin Q8. 


Преобразования Фурье этих функций показаны Ha строках 0— 
8 рис. 3.12. Сигналы, описываемые функциями je (9) и (0), име- 


XX. — 1 -- ОМ 760571 Т 605 wg (0.9)с05< Ө *W(1,8)S,n 62 ,6 
уу я й Е ЦЕ 
IX uM 2605 2X Е/Т- 56 пой 
п)! D- \№05 
xf^- 1-0 2sin 274/7: cos ust : Zu w(1,8)c0552,0 


n je t 
A-A sint sint 0f rnEeE 


E dE I AUD sin ut + W(0 0) 005 5,0 - w(1,8)sunS2 
TAEST COS ORE | 
Ly -A пт C05 (Wot F J AER 
-SLn 22/7 - Sin Фу А 
Е а оо TESI CS w(0,0)sin 529+ W (1,8) 05 2P 
-SiN 2x /T- C05 pt 4 LL EL. 
музы зве LN ens EE UR COS TES ES 
zs * Sin 272 7:51 (5t ОМА рар TREE NOS 
ЕАО MS aro Cue E CES 
E 7 a 2 fo tt п А 
Т Ü fol SiN 23 t[T- C05 Opt. => 1 — я >. 
TIERE ] ) 
Рис. 3.12. Преобразования Фурье cH- Рис. 3.13. Преобразование 
нусоидальных и косинусоидальных Фурье некоторых частотно- 
несущих, модулированных по ампли- ограниченных однополосных 
туде синусоидальными и KOCHHyCOH- сигналов 


дальными импульсами 


ют почти всю энергию в верхней полосе у>6%/2л, а сигналы, ONH- 
сываемые функциями [‹ (0) и ў, (9), имеют почти всю энергию B 
нижней полосе v«Qo/2x. Используются оба фазовых канала, так 
как все четыре сигнала (3.33) содержат синусоидальную несущую 
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sin O90 и косинусоидальную несущую cos 99. Практическое вопло- 
щение однополосной модуляции согласно (3.33) обычно называет- 
ся вторым методом однополосной модуляции или методом сдвига 
фаз [2]: сигнал F(80) модулирует несущую sin 9,0 и аналогичный 
сигнал со сдвигом фаз на 90° модулирует несущую cos 9/0; сумма 
или разность модулированных несущих дает однополосный сиг- 
нал. Первый метод однополосной модуляции дает тот же резуль- 
тат путем подавления одной боковой полосы с помощью фильтров. 

Из девятой строки рис. 3.12 можно понять, почему не следует 
пренебрегать отрицательными частотами. Это преобразование 
очень похоже на преобразования, изображенные на строках 5 и 6 
для положительных значений v —]T; тем не менее оно не соответст- 
вует однополосному сигналу. 

Однополосная и двухполосная модуляция позволяют разме- 
стить одинаковое число каналов в определенном диапазоне ча- 
CTOT, если используются два фазовых канала для каждого частот- 
ного канала. Использование двухполосной модуляции, обычно на- 
зываемой квадратурной модуляцией, сопровождается в случае 
телефонной передачи большими перекрестными помехами. С дру- 
гой стороны, однополосная модуляция вызывает большие искаже- 
ния при передаче цифровой информации, если используются 
фильтры для подавления одной боковой полосы. Двухполосный 
передатчик передает всю энергию по синусоидальному или косину- 
соидальному каналу в определенной полосе частот; однополосный 
передатчик передает всю энергию как по синусоидальному, так и 
по косинусоидальному каналу, но в полосе частот, которая в два 
раза уже. Тепловой шум оказывает на оба метода одинаковое 
воздействие, если для двухполосных сигналов используется фазо- 
чувствительная фильтрация; иначе сигнал будет приниматься из 
одного фазового канала, а шум из обоих. 

Исследование амплитудной модуляции с помощью синусои- 
дальных и косинусоидальных импульсов затруднено тем, что эти 
функции не ограничены по частоте и сложны в начертании. Лег- 
че получить результаты с помощью функций Уолша. 

Рассмотрим функции Уолша (рис. 1.2) как функции частоты 
уа! (0, v); са! (1, v)-— wal(2i v) и sal(i, v) -wal(2i—1, v), a не как 
функции времени. C помощью преобразования Фурье получаем 
следующие функции времени: 

о ) 


о (2k, Ө) = | wal (2k, v) cos 21tv0d v; 


E | (3.34) 
ш (22-1, 0) = | wal (224-1, v) ѕіп2лу0 d v; 


kc] j 


Функции w(j, 0)cos 90 и w(j, 9)ѕіп 0,0, j=2k или 2k+1 имеют 
следующие преобразования Фурье: 
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) 


2 ( w (2k, 0) cos Q8 cos 220 d 0—wal (2k, ууу) ма! (2k, v+ vo); 


2 ( w(2k, 0) зіп 0,0 sin 2298 d O=wal (26, v—vw)— wal (2k, v + vo); 


— 00 


8 
трт mtm] TOTUM 


2 | w(2k -+ 1, 0) cos Q9 sin 21v0 d 0 = wal (2k +1, 
—% v — м) + wal (2k + 1, v + vo); 


2 | ш (28 + 1, 6) sin Q9 cos 210 40 = — wal (2k + 1, 
— o v — vo) + wal (2k + 1, у + vo). | 
| | (3.35) 

Из временных функций (3.34) можно получить следующие сиг- 
налы, имеющие всю энергию в верхней или нижней боковой по- 
лосе: 
о (0, 9) cos © 0-- (1, 0) 510.0; w (0, 0) cos 9,0—0(1, Ө) sin $20; } 
w (0, 0) sin Q,9 — w (1, 0)cos (40; w (0, 6) sin 90-051, Ө) cos £29; | (3.36) 
w (2, 0) cos 9,0-0 (3, 0) sin 9,0; w (2, 0) cos 62,0—0(3, 0) sin 9,6; | 
w(2, 0) sin 0,0—0(3, 0) cos Q,0; (2, Ө) sin (,0-4-w (3, 0) cos $2,0. 

Ha рис. 3.13 показаны четыре преобразования Фурье функций 
(3.36). Стрелки показывают, в каком направлении возрастает аб- 


солютное значение частоты №жа1(2№, v) и wal (2-1, v). Направле- 
ние стрелок не изменяется для верхней полосы и меняется для 


нижней. 
Функциональная схема второго метода однополосной модуля- 


ции показана на рис. 3.14. Частотноограниченный сигнал Е(0) 


511275,0 


(9) 


Рис. 3.14. Метод сдвига фаз (a) и четвертый метод Сарага (6) однополосной 

модуляции несущей с частотой vo частотноограниченным сигналом F (9): 
ФВ — фазовращатель; П — перемножитель; С — сумматор; ПФ — полосовой фильтр; 
’(0) — однополосный сигнал 
проходит через две фазосдвигающие цепи. На их выходах появ- 
ляются два сигнала, компоненты колебаний которых имеют фа- · 
зовый сдвиг 90°. В других отношениях сигналы одинаковы. Несу- 
щие cos 2луо и sin 2zvo0 модулируются по амплитуде. Сумма npo- 
изведений дает сигнал с верхней полосой, а разность — сигнал с 
нижней полосой. 
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Очень похожий метод принадлежит Сарагу [3]. Несущие 
COS 2100 и sin 2лу00 суммируются со сдвинутыми по фазе сигнала- 
ми согласно рис. 3.146. Затем суммы перемножаются. Получается 
сигнал с верхней полосой, кроме него получаются сигналы в основ- 

ной полосе частот и сигналы 

-- F(8) с удвоенной частотой несу- 

щей 2%. Эти нежелательные 

сигналы подавляются прос- 
тым полосовым фильтром. 

Следующий метод одно- 
полосной модуляции при- 
надлежит Уиверу [4]. На 
рис. 3.15 показана функци- 
ональная схема для реали- 
зации этого метода. Сигнал 
Г (0), не содержащий энер- 
гии вне полосы Oxcfzl/T 
или О<у=—/ТГ=< +1, моду- 
лирует несущие -sin mð и 
cos xð с частотой у= Т = 
—1/2 или }, = 1/2Т. Частота 


000) cos 27 (9, +12) 0 + несущей находится в сере- 
*h (9) 5іп22 (3, + 12) 9 дине используемой полосы. 


Рис. 3.15. Третий метод Уивера однополос- Модулированные несущие 

ной модуляции несущей с частотой vo-d- проходят через фильтры 

301/2) SOMMA ipe СИГНалом нижних частот C частотами 

it 

Г — генератор; П — перемножитель; Ф — фильтр отсечки Ув Т==1/2. От- 

нижних частот фильтрованные сигналы мо- 

дулируют высокочастотные 

несущие sin 2л (м - 1/2) 0 и cos 2л(уо-1/2) 9. Сумма дает сигнал c 
верхней полосой, а разность — сигнал с нижней полосой. 

Для объяснения метода Уивера разложим частотноограничен- 

ный входной сигнал F(0) в ряд по функциям w (24, 0) и ш (2+1, 


9), полученным преобразованием Фурье (3.34) из функций Уолша: 
Е (6) = У [a (2k) w (2k, 0) + а (2k + 1) w(2&4- 1,9). (3.37) 
k—0 


На вход схемы (puc. 3.15) достаточно подать одну четную и одну 
нечетную составляющие сигнала (3.37), а не сам сигнал F(0). 
Используются простейшие функции в (0, 0) и —w (1, 0). Hx пре- 
образования Фурье wal(0, v) и —sal(l, v) показаны в первой 
строке рис. 3.16. Стрелки показывают направление возрастания 
абсолютного значения у. Модуляция COS лӨ сдвигает преобразова- 
ние Фурье в первой строке на 1/2 вправо и влево (вторая строка). 
Для большей ясности преобразование, сдвинутое влево, заштрихо- 
вано. Два сдвинутых преобразования показаны наложенными там, 
где они перекрываются и имеют одинаковые знаки. 
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Модуляция зтлб сдвигает преобразование на 1/2 вправо и 
преобразование, умноженное на —1, — влево (третья строка). 
‘Фильтры нижних частот подавляют все компоненты вне полосы 
—1/2—<у=—<1/2 (четвертая и пятая строки). Получившиеся сигна- 
лы qo(0) и A4(0) имеют нечетные преобразования (четвертая и пя- 


w (0,0) - W(1,8) 


1 
Tess E LE | 
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20/(0,0)5іп59 -2w(t 9) SiN LO 
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Рис. 3.16. Преобразования Фурье 


тая строки). В строках 6—9 показаны четные преобразования 
функций 90 (0), 90(0) и йи (0), №1>(0), которые можно сложить и 
получить qo(0) и #1 (9); так же показаны нечетные преобразования 
функций Ao (0), ло (0) и 9::(0), q13(0), которые, будучи сложенны- 
ми, дают преобразования функций ho(0) и q1(0). 

Преобразования в строках 6—9 имеют вид wal (0, v) и 
—sal (1, у). Таким образом, с помощью (3.33) получаются преоб- 
разования следующих функций: 


до (0) cos 27 (v + 1/2) 0 = [qa (9) + dos (8)] cos 2x (v, + 1/2) 0; (3.38) 


h, (8) sin 2x (v, + 1/2) 0 = [hu (0) + А (6)] sin 27 (v, + 1/2) 0, (3.39) 
как показано в строках 10 и 11. Преобразования в строках 4 и 5 
сдвигаются Ha vo+l/2 вправо и влево; сдвинутые преобразования 
умножаются на +1 и —1 согласно четырем возможным произве- 
дениям четных и нечетных преобразований с синусоидальной или 
косинусоидальной несущей, как показано в (3.35). 
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Сумма строк 10 и 11 дает преобразование Фурье сигнала c 
верхней полосой (строка /2). Разность дает преобразование сиг- 
нала с нижней полосой. 

Наиболее часто используется метод однополосной модуляции, 
основанный на подавлении фильтром одной боковой. Этот фильтр 
вносит искажения, которые особенно ощутимы при передаче циф- 
ровых сигналов. На рис. 3.17а показан спектр мощности сигнала, 


2g d 
DU. ашн! 
| roe и 
А 
ES Yo * 230 T 
2L.. РА. 


| Ус + 40. 
ре. 


QE e Dp HP, 
X) E 
Л 


99 SN | 3 | : 


^Ü 2% 2j 25, 4», 6%, 89, 

Рис. 3.17. Спектр мощности Рис. 3.18. Спектр мощности при мо- 

при модуляции и демодуляции. дуляции и демодуляции трех сигна- 

трех сигналов (случай однопо- лов (случай однополосной модуляции 

лосной модуляции). Полоса ча- со смещением). Полоса частот сиг- 

стот сигналов дуо, нижняя Ya- налов 2%, нижняя частота сигналов 
стота сигналов равна 0 равна 2% 


вся энергия которого практически заключена в полосе 0<у< уо. 
Для дальнейших рассуждений необязательно, чтобы частотный 
спектр имел прямоугольную форму в полосе Üxzv« vo, как это NO- 
казано на рис, 3.17. На рис. 3.176—г показаны сдвиги трех таких 
сигналов на соседние полосы с помощью амплитудной модуляции 
несущих с частотами ve, \ + 2% и у, 4%. Полосовые фильтры c 
передаточными функциями, показанными пунктирными линиями, 
подавляют нижнюю полосу. На рис. 3.179 показана сумма верх- 
них полос. Колебания в заштрихованных областях частично зату- 
хают, а их фазовый сдвиг изменяется не по линейному закону OT 
частоты. Это вызывает искажения сигнала. В приемнике сигналы 
разделяются полосовыми фильтрами, при этом вносятся дополни- 
тельные искажения (рис. 3.17e—3). Спектр мощности демодули- 
рованного сигнала показан на рис. 3.17и—л. Заштрихованные об- 
ласти показывают, где колебания некачественно подавлены и 
сдвинуты по фазе, что вызывает искажения сигнала. . 
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Существует два способа уменьшения искажений. Можно вы- 
брать сигналы таким образом, чтобы большая часть их энергии 
содержалась в полосе частот, где фильтры не вносят искажений. 
Другой способ — выбирать частоту среза характеристики фильт- 
ров вне полосы частот, внутри которой заключена большая часть 
энергии сигналов. Первый способ используется в системах с ча- 
стично подавленной боковой*). Этот метод особенно пригоден для 
передачи цифровой информации с временным разделением по уже 
существующим телефонным каналам [6] 
Детальное рассмотрение этого метода дано 
Беннетом и Дэви [7]. Второй метод исполь- 
зуется в однополосной модуляции со сме- 
щением [8]. Ее принципы будут рассмот- 
рены на основании рис. 3.18. Сигналы 
имеют практически всю энергию в полосе 
частот 2voxzvzc4vo (рис. 3.18а). Ширина 
свободной полосы 0<у<2уу не равна нулю 
и не мала по сравнению с шириной полосы 
Ау=2у сигнала. При этом не обязательно 
2уо Ау. Необходимо только, чтобы свобод- 
ный диапазон O« v«2vo был шире, чем диа- 
пазон частот, в котором однополосные 
фильтры вносят искажения. 

На рис. 3.186—г показан сдвиг трех та- 
ких сигналов на соседние частотные диапа- 
зоны с помощью амплитудной модуляции 
несущих с частотами  Vc—2wo, ve и ус 2%. 
Полосовые фильтры с передаточными функ- 
циями, показанными пунктиром, подавляют 
нижние полосы. Сумма трех верхних полос 
показана на рис. 3.180. Сигналы не иска- 
жаются, так как в тех полосах частот, где 
фильтры вносят искажения, сигналы не 
имеют составляющих. В приемнике сигна- 
лы разделяются полосовыми фильтрами. 
Искажения возникают в заштрихованных С 
частотных диапазонах (рис. 3.18e—3). Е 
Спектр мощности демодулированных сиг- 


° Рис. 319. Детектиро- 


налов показан на рис. 3.18 и—л. Неиска- 


вание цифровых сиг- 
налов: сигнал 


женный спектр мощности демодулирован- U(-sin 3070— 
ных сигналов опять заключен в полосе араа 
2у<у<4уо, как на рис. 3.18а. Искажен- лете оро р ие 
ные и «зеркальные» колебания сосредото- для — cos30n0 (6); 
чены в неиспользуемых полосах частот ѕіпЗ0л0 (e); соѕ3270 
du civ ARD o) CSI 
Ha рис. 3.19а показан сигнал u(t), KO- (ас): CIT A 


торый может быть передан в системе, B 


развертки 150 мс 


1) Метод модуляции с частично подавленной боковой принадлежит Найк- 


висту [5]. 
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‘которой используется однополосная модуляция со смещением: 
ш ( = + О sin 30x7/T — U sin 34n ИТ. 


Этим сигналом передается двоичный символ +1—1. Колебание 
sin 30n£/T имеет 15 периодов на интервале длительностью Г, а KO- 
‘лебание sin 34n£/T имеет 17 периодов. | 

Из рис. 3.20 следует, что энергия сигнала Uift) сконцентриро- 
вана в полосе (15—1) <у=йЙ= (17 +1). Нижний частотный предел 
равен 2vo— 14; ширина полосы Ау=4. Ширина свободного amana- 


Пурана PS Gc 
f [Hz]—-6000 16000 24000 32000 -. 4000 


Рис. 3.20. Частотный спектр мощности импульсов, изображен- 
| t ных на рис. 1.1 и 2416: 

(1/2) V 2 wal(0, 0) (a); sin2x0 (6); cos2x0 (в); ѕіп4л0 (2); 
cos 4x0(0); sin 6x0 (e); cos 6x0 (oc); sin 810 (3); cos 810 (и); 
0—7/T, v=fT, —1/2x:0zx1/2; f приведена в герцах для 
Т=125 мкс 


зона 0<у=<.2 равна 14Av/A и, таким образом, много шире, чем 
на рис. 3.18. Из этого сигнала можно восстановить переданный 
символ +1—1 согласно рис. 3.196 ие с помощью «детектора» 
функций, аналогичного рис. 2.12. Совершенно неважно, какие дру- 
гие сигналы находятся вне диапазона 14<у<18. Из рис. 3.196, г, 
д и ж ясно, что они дают очень маленькое выходное напряжение 
в момент отсчета. 


3.1.5. Коррекция временных рассогласований 
при синхронной демодуляции 


Рассмотрим частотноограниченный сигнал F(0) V 2cos (30. Он 
будет синхронно демодулироваться умножением на местную не- 


сущую V 2cos(Qq0--a), которая имеет разность фаз а отноеи- 
тельно принятой несущей V 2соз 00 [1]: 
F (0) V/2 cos 9,8 У 2 cos (©, 0 + а) = F (8) [cos a + cos (2328 + а)]. (3.40) 
Сдвинем сигнал по частоте C помощью вспомогательной MecT- 
ной несущей V 2соз(9„0- а») и затем синхронно продемодули- 
руем с помощью местной несущей V 2 cos [ (Qo—2n) 0 + o]: 
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{|F (0) V 2 cos 2,0 У 2 cos (Q,0 + an) } 2cos [(Q, — 9,)0 + ә] = 
= Р (8) (cos а + cos [2 (Q, — 9,) 9 — a] + cos (202,0-- a) +cos (20,0--а)); 
(3.41) 


0 — а, + Os; Q, = а, — 0;. 


Уравнения (3.40) и (3.41) содержат требуемый сигнал Е(6), 
умноженный Hà COS с, и высокочастотные составляющие, которые 
можно подавить фильтрами. Существует несколько методов устра- 
нения вредного влияния Cosa. Например, можно из косинусои- 


дальной местной несущей V 2 соѕ (52,0 а) получить синусоидаль- 


ное колебание V 2 sin (9:0 - о). Умножение принятого сигнала на 
это синусоидальное колебание дает 


Е (8) V 2 cos Q, У 2 іп (0,0 + а) = F (0y[sin a--sin (23,8 4- a)]. (3.42) 


Предположим, uro Ё(9) можно записать в виде суммы F(0)— 
—L-4-MET(0), где. Е+(9) — сигнал, который практически не содер- 
жит составляющих с частотой ниже определенной, а М — индекс 
модуляции. Правая часть (3.42) примет вид 


sina + МЕ (0) sina + [1 + MF (0)] sin (20,0 + а). (3.43) 


Составляющие, описываемые вторым и третьим членами, мож- 
но подавить фильтром нижних частот. Остается составляющая 
sina. Ее можно использовать в цепи обратной связи для сдвига 
местной несущей V 2 cos (9,0 +a), а следовательно, и V 2x 
Хэш (900+ о) таким образом, чтобы sina стремился к 0. Тогда а 
становится либо равным 0, либо числом, кратным л, а соза CTA- 
новится равным +1. Пусть цепь обратной связи будет УСТОЙЧИВОЙ 
для а=0, +2л, +47, ... и неустойчивой для Q—-tm, 39g, 25 
Тогда значения cosa -—— 1l являются неустойчивыми. Ha рис. 3.11 
показана Функциональная схема приемника, корректирующего 
разность фаз этим методом. Предполагается, что а равно нулю вез- 
де, кроме цепи обратной связи, где указаны значения при q750. 
Очень тщательное исследование синхронной демодуляции синусо- 
идальных несущих дано Витерби [2]. | 

Рассмотрим коррекцию временных рассогласований при ис- 
пользовании несущих Уолша. Сигнал F**(0)wal(j, 0) (3.15) будет 
демодулироваться умножением на местную несущую wal(j, 0—0). 


Несущие  wal(j, 0) и wal (j, 0—0,) являются периодическими 
функциями и не равны нулю вне интервала —l/2<0<1/2. Демо. 
дулированный сигнал имеет следующий вид: 

| ЕТТ (0) wal (j, Ө) wal (j, 9 — 6, ). (3.44) 
Известно, чему равно произведение wal(j, 0)wal(j, 0), но неиз- 
вестно, чему равно произведение  wal(j, 0)wal(j, 0—0,). Ha 
хождение последнего сходно с нахождением произведения V 2х 
Ж с0$ 0,0 и У 2cos(Q04- a) B (3.40). Это произведение нельзя 
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получить только с помощью теоремы умножения (3.7); в допол- 
нение необходимо воспользоваться теоремами сдвига синусои- 
дальных и косинусоидальных функций: 


cos (х — В) = cos a cos p + sinasinp и T. д. (3.45) 


C помощью этой теоремы сдвига. надо разложить V 2x 
Х соз (20-0), и тогда можно применить теоремы умножения 
(3.7). Теоремы сдвига и умножения для синусоидальных и KOCH- 
нусоидальных функций, в сущности, одинаковы, так как (3.7) яв- 
ляется теоремой умножения, если читать слева направо, и теоре- 
мой сдвига, если читать справа налево. Функции Уолша имеют 
очень простую двоичную теорему сдвига (1.39): wal(j, ӨФӨ, ) = 
—wal(j, 0)wal(j, 9,), но (3.44) содержит обычный знак вычита- 
ния, а не сложения или вычитания по mod 2. 


Для функций Уолша можно легко вывести определенные част- 
ные случаи теоремы сдвига. На рис. 1.2 показано, что периодиче- 
ски продолженные функции sal(l, 0) и са! (1, 9) преобразуются 
одна в другую сдвигом на (1/4) или (-1/4)T в ненормирован- 
ной записи; функции sal(2, 0) и са! (2, 0) преобразуются одна B 


Таблина 3:5 


Некоторые значения Ôo и 0, для частной теоремы сдвига периодических функций | 
Уолша cal(1, 0) и sal(i, 0) 


Ü ГА 


—————— 


десятичный| двоичный 0, 0, десятичный| двоичный 0o 0, 
pu ee or E N 
1 000001 —]1/4* —1/2 17 010001 — 1/4 — 1/2 
2 000010 | —1/8* —1/4 18 010010 —1/8 —]/4 
à 000011 --1/4 —1/2 19 010011 1/4 — 1/2 
4 000100 | —1/16* | —1/8 20 010100 —]/16 | —1/8 
5 000101 | —1/4 —1/2 21 010101 — 1/4 — 1/2 
6 000110 | +1/8 — 1/4 22 010110 --1/8 — 1/4 
1 000111 J-1/4 —1/2 23 010111 --1/4 —1/2 
8 001000 | —1/32* —1/16 24 011000 41/82 | — 1/16 
9 001001 —1/4 —1/2 25 011001 — 1/4 — 1/2 
10 001010 | —1/8 —]1/4 26 011010 —1/8 — 1/4 
11 001011 | +1/4 —1/2 2 011011 --1/4 | —1/2 
12 001100 | --1/16 —1/8 28 011100 --1/16 | —1/8 
13 001101 —1/4 —1/2 29 011101 — 1/4 —1/2 
14 001110 | --1/8 —]1/4 30 011110 --1/8 —1/4 
15 001111 | 51/4 1/2 31 011111 ра 1-12 
16 010000 | —1/64* | —1/32 32 100000 *__1/128 | —1/64 


Suv eee cda аз Е === 
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другую сдвигом на 1/8, a sal(8, 0) и cal(3, 0) — сдвигом на 
+ 1/4 ит. д. Пусть i будет степенью 2; тогда справедлива следую- 
щая общая формула: 


cal (2%, 0—2 *-7) = за 0-6).  7—0-L2,- = 3 
Рассмотрим случай, справедливый для любого целого i: 

cal(i, Ө 4 9,) = sal (i, Ө). (3.47) 

Для і=1, 2, ..., 32 в табл. 3.5 приведены значения Ө. Для i=92F 


значения Oo определяются из (3.46). Эти значения в табл. 3.5 oT- 
мечены звездочкой. Можно видеть, что значение 00=!1/4 для і=3 
равно значению 09— —1/4 для і=1, если изменить знак. Поэтому 
Oo для і=3 можно назвать «зеркальным» к ĝo для i-i относитель- 
но линии [—2-—2!. Можно легко видеть, что Oo для i= D 6s 7 Ве 
ляется зеркальным к 0, для 1==3, 2, 1 относительно линии i—4— 
—2?. Этот закон отображений можно записать следующим обра- 
зом: 


cal (2^ + j, Ө + 6)) = sal (2* + j, Ө); 

cal (2* — j, Ө — Ө,) = sal (2* — j, Ө); (3.48) 

R20. gc o Parure 
Уравнения (3.46) и (3.48) являются частной. теоремой сдвига для 
функций Уолша. Они соответствуют соотношению $inx-cos(x— 
—> " для синусоидальных и косинусоидальных функций. 


Для функций sal вместо (3.46) (3.48) выполняются следующие 
соотношения: | 


sal (2*, Ө — 2—*—2) — — cal (9%, 9); 


(3.49) 
sal (2^ + j, 6 + 6) = — cal (2* + j, Ө); 
sal (2* — j, Ө + Ө) = — cal (2^ — j, Ө); (3.50) 
d 2v wc cg-1 20 we 
Уравнения (3.48) — (3.50) дают: 
са] (i, © + 6)) = — cal (i, 0 — Ө,); | (3.51) 
sal (i, 9 + 0) = — sal (i, Ө — Ө,) 


ИЛИ 
cal (i, Ө + 6,) = — cal (i, Ө); за! (i, Ө 4- 6) = — sal (i, 0); (3.59) 
0,2 —2 | 6,1. 


Значения 0, приведены в табл. 3.5. 

Затруднительно получить Oy и 0, для больших значений i рас- 
ширением табл. 3.5. 0, можно получить значительно проще, запи- 
сав i в двоичной форме. 8, равно —1/2, если в младшем разряде 
стоит 1. Изучение табл. 3.5 показывает, что 0,— —1/9 для всех не- 
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четных i. 0, равно —1/4, если B младшем разряде стоит 0, а в сле- 
дующем — 1. В общем случае справедливо 0,——2-^-1, если в № 
младших разрядах стоят нули. 


Абсолютное значение Oo получается аналогичным образом из 
двоичного представления і. Значение |0o| равно 2—2 если B А 
младших разрядах стоят нули, причем 00=——|0о|, если в е+2-м 
разряде стоит 0, и 90= + |90], если в k+2-M разряде стоит 1. Рас- 
смотрим в качестве примера числа і=20 и i—28 табл. 3.5. В двух 
младших разрядах (Ё=2) стоят нули; это дает П 2—1 
В четвертом разряде (k--2—4) стоит 0 для i—20 и 0, =— 1/16; 
для {=28 в четвертом разряде стоит 1 и 9% = -- 1/16. Доказательство 
правил определения Oo и 0, дано Пихлером [3]. 


Схема для исправления временных рассогласований между 
принятой и местной несущей может быть построена на основе тео- 
ремы сдвига функций Уолша (рис. 3.21). Предположим, что при- 


Рис.. 3.21: Коррекция 
временного рассогласова- 
ния между принятой и 
«cul(,8)50l(L8-G» местной несущими cal(i, 
j Ө) и cal(i, 0--0, ); { рав- 
няется степени 2: 
NOU. П — перемножитель; rọ — 
cat (1.9) генератор функций; CIIS — 
| схема переменной задержки; 
1+ МЕ" (0) ЛЗ — линия задержки Ha ĝo; 
C И — интегратор; Кв — кван- 
тователь УУ — устройство 
Выход усреднения 


[tMF*(8)] х 
xcat (i 6)sdt(,6-8y 


rpm 


нят сигнал [1-- МЕ++(0)]са1 (i, 0), где F**(0) является сигналом, 
прошедшим через фильтр нижних частостей. Местная несущая 
са! (1, 0—0, ) генерируется генератором функций ГФ. Она прохо- 


дит через схему переменной задержки СПЗ. На выходе СИЗ по- 
лучается несущая cal(i, 0). Схема фиксированной задержки дает 
несущую cal(i, 9—0, 4-05) = за1 (i, 0—0, ). Принятый сигнал умно- 
жается на sal(i, 0—0, ), и произведение интегрируется на интер- 
вале ортогональности — (—1/2)-F0, «0x (1/2) +9, функции 
sal(i,0—0,). Выходное напряжение интегратора И счи- 
тывается в моменты времени (1/2) +0; (3/2) +0, (5/2) +0,,... 
квантователем Кв и подается на устройство усреднения УУ. Схема 
производит усреднение по многим отсчетам амплитуд. На выходе 
УУ получается второе усреднение, так как интегратор усредняет 
сигнал на интервалах (—1/2)&-60.,—0=— (1/2) & 4-6, : 


—[1 4 MF (0)] cal (, Ө) за! (&, 9 — 6, )>. (3.53) 
Предположим, что среднее значение второго члена 


<MF++ (0) cal (i, 0) sal (i, 8—6, )> (3.54) 
126 


C увеличением времени усреднения увеличивается медленнее, чем 
среднее значение первого члена: 


«cal (i, 9) sal (i, 0 — 0, )>. (3.55) 


Тогда B выходном напряжении устройства усреднения будет пре- 
валировать член (3.55). Его можно использовать для сдвига мест- 
ной несущей cal(i, 0—0, ) и, следовательно, sal(i, 0—0.) таким об- 
разом, что средние значения (3.55) и (3.54) будут стремиться к 
нулю. Значения 0,, для которых (3.54) и (3.55) стремятся к нулю, 


можно получить из следующего интеграла: 
1/2 
<cal (i, 0) sal (і, 0—0, )> = | cal (і, 0) sal (i, 9—8, ) d 0= Fai, si (8, ). 
—i/2 (3.56) . 


На рис. 3.22 (главная диагональ) показано несколько функций 
Ро, ci(0,) и Fs,si(0,); функции Рае, s(0,) изображены под главной 


диагональю, а Fs, ci(0,) — над ней. Показан интервал 0x0, < 1; 


функции надо периодически продолжить вне этого интервала. На 
рис. 3.23 функции Ёа, »:(0,) показаны увеличенными. Пунктирные 


линии поясняют некоторые особенности структуры функций. Бо- 
лее детальное рассмотрение корреляционных функций Уолша Tpe- 
бует привлечения слишком сложного математического аппарата. 
Однако из рис. 3.23 можно видеть, что функция Ре, з: (0) равна 
нулю для і=1, 2, 4, 8, ..., 2^, если 0,=0 или целому числу, крат- 
ному. +200= + 1/21 Этот результат также можно получить из 
(3.46) и (3.52). Цепь обратной связи (рис. 3.21) можно сделать 
устойчивой для 0,—0, 2/21, +4/21, ... и неустойчивой для 0, = 
ЕИ ЕВ 

Рассмотрим графики функций Уолша (рис. 1.2), продолжен- 
ные периодически влево и вправо. Сдвиг sal(i, 0), 1=2* на 0 = 
—0, --2/2i, 04/21, ... опять дает периодическую функцию sal(i, 0). 
Сложнее получается, если i не равно степени 2. Функция Ре, »:(0., 
равна нулю для определенных значений 0,—0,, но sal(i,0—0,) в 
общем случае неидентична sal(i, 0). Таким образом, функции 
са1 (2%, 0) и sal(2^, 0) наиболее удобны для синхронизации. Этот 
результат уже был использован при рассмотрении телефонной 
многоканальной системы (рис. 3.3). 

Существует несколько способов обобщить, улучшить и упро- 
стить изложенный метод коррекции временных рассогласований. 
Например, можно передавать сигнал [cal (7, 0) -- MF**(0)]cal(i, 0) 
вместо сигнала [1 +МЕ++(0)]|са1 (2%, 0), если r Di равно степени 2. 
Три функциональных узла И, Кв и УУ (рис. 3.21) могут быть объ- 
единены в один. Напряжение обратной связи sina (рис. 3.11) и 
<са1(і, 9)sal(i, 0—0, ) > (рис. 3.21) можно подвести к генератору 


синусоидальных колебаний или генератору функций, а не к фазо- 
вращателю УФВ или схеме задержки СІЗ. 
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Puc. 3.23. Взаимокорреляционные 
функции Ре з; (Oy ) некоторых функ- 
ций Уолша 
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501 (66) cat(5,0) sat(5,9) cat(,8) 


Рис. 3.22. Корреляционные функции 


sun 24,9 
-1/2 0 0-t — 1/2 
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Рис. 3.94. Модуляция по вре- 
меннӧй базе синусоидальных 
функций и функций Уолша 
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sat (00) cat(20) 301(30) cat(28) sat(20). cat(t9) sat(4,9) wat (0,6) 
периодических функций Уолша 


3.2. 


МОДУЛЯЦИЯ ПО ВРЕМЕННОЙ БАЗЕ, 
МОДУЛЯЦИЯ IIO BPEMEHHOMY ПОЛОЖЕНИЮ 
И КОДОВАЯ МОДУЛЯЦИЯ 


3.2.1. Модуляция по временной базе (МВБ) 


Любую несущую можно модулировать по амплитуде, если ее 
записать как функцию времени 'ОФ(А, 9-0) = UG (È, Z]T 4- to[T ). 
Очевидно, что существует еще три метода модуляции, так как эта 
несущая характеризуется, кроме амплитуды Ф, нормализованной 
частостью k, базой T и задержкой 4. Модуляция T называется MO- 
дуляцией по временной базе. 

Основной идеей здесь является замена 0 функцией & (9). Суще- 
ствует несколько способов такой замены. Пусть F(0) будет моду- 


лирующим сигналом и М — индексом модуляции. Можно исполь- 
зовать определение: 


® (k, Ө) = Ф[ Е, g (6]]; * - (8.57) 
g (8) — | [1 + MF (9140 = = | [1 + MF (t/T))dé. 43.58) 


Так поступают при частотной модуляции синусоидальных не- 
сущих. Однако преимущества этого метода для синусоидальных 
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функций связаны C тем, что частота и время входят B функцию в 


виде произведения 
Ф (k, 0) = sin &8. (8.59) 


Так как в общем случае между k и Ө стоит запятая, следующее ON- 
ределение g (0) более выгодно: 
1 + MF (0) 


(0) — [1 + MF 9] = t —— 
| MF (0) | « 1. (3.60) 


Теперь очевидно, что модулируемым параметром является база T. 
На рис. 3.24 показано, как меняются синусоидальная функция и 
функция Уолша, если базу T изменить до ЗТ/4 и Г/2. 

Индекс модуляции М может быть как положительным, так и 
отрицательным. Большие значения  F(0) уменьшают базу для 
M0 и увеличивают базу для М<0. Это весьма схоже c частот- 
ной модуляцией, где увеличение модулирующего напряжения мо- 
жет как увеличивать, так и уменьшать частоту несущей. 

На рис. 3.24 показано, что с увеличением индекса модуляции 
М требуемая полоса расширяется. Наименьшая база, показанная 
на рис. 3.24, в два раза меньше 
наибольшей. Полоса частот или ча- 
стостей, занимаемая «короткими» 
функциями ѕіп 2л0” или sal(3, 0”), 
в два раза больше, чем полоса, за- 
нимаемая «длинными» функциями 
sin 2л60 или sal(3, Ө). Точного ama- 
лиза распределения энергии как 
функции частости для различных 
значений M и сигналов Ё(0) еще 
нет. 

На рис. 3.25 показана одна 
из возможных схем модуляции 
функций Уолша по временной ба- 
зе. Пусть сигнал имеет вид, TO- 
казанный на первой строке вре- 
менной диаграммы. В момент вре- 
( 0 20 30 40 мени 0—0 квантователь Кв npo- 

изводит отсчет значения сигнала 
Рис. 3:25. Функциональная схема (a). Полученное напряжение запо- 
Устройства дая щи ло 806. мннается в запоминающем уст 
Кв — квантователь; И — интегратор; роистве ЗУ (6). Ha выходе инте- 
УС — устройство сравнения; ЗУ —за- Гратора И получаем линеино на- 
SLUT TENE IMP E MEME растающее напряжение. Устройст- 
| во сравнения УС сравнивает это 
напряжение: с напряжением на выходе ЗУ и возвращает интегра- 
тор. в исходное состояние, когда напряжения оказываются одина- 
ковыми. В. результате на выходе интегратора получаем пилообраз- 
ное напряжение (в). Амплитуда и длительность зубцов этой пилы 
пропорциональны напряжению на выходе 37. 
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С выхода устройства сравнения импульсы (г), которые воз- 
вращают интегратор И в исходное состояние, подаются также на 
вход счетчика Сч. На выходе счетчика появляется импульс (09), 
если из УС получено определенное число импульсов; на рис. 3.25 
это число равно восьми. Импульс (д) возвращает ЗУ в исходное 
состояние и записывает с помощью квантователя новый отсчет 
значений сигнала. Заметим, что расстояние между точками от- 
счетов зависит от величины значений сигнала в моменты отсчетов. 
После выработки импульса (д) счетчик возвращается в исходное 
состояние. Эта установка начальных состояний происходит B MO- 
менты времени 0, ©, 39 и 40. Амплитуда сигнала в момент вре- 
мени © в два раза больше, чем в момент времени 0. Таким обра- 
зом, «зубец пилы» в два раза длиннее предыдущего. Восемь им- 
пульсов (г), полученных на выходе сравнивающего устройства 
УС в интервале времени Ө<0<30, занимают вдвое большее рас- 
стояние, чем. B интервале времени 0<9=—9. Подав эти импульсы 
в генератор функций Уолша, получим на его выходе функции 
Уолша, модулированные по базе; на рис. 3.25 показана модулиро- 
ванная несущая sal(3, 0). 


3.2.2. Модуляция по временнбму положению 


Переменная 0 несущей U®(k, 0--0,) в случае базовой моду- 
ляции заменялась функцией © (0). В случае модуляции по времен- 
ному положению параметр 0, заменяется функцией л (0). Пусть 
Е (0) опять обозначает модулирующий сигнал, а М — индекс MO- 
дуляции. Введем следующее определение: 


Ф (k, 6 + 0) = D [k, 0 + h (0)]; 
h (8) = 6, + MF (Ө). (3:61) 


Индекс модуляции М может  sin2i0 
быть положительным или отрица- 
тельным. Если М отрицателен, то sin 2440- 1/4) - cos 23:0 
ФЕ, 64-0, 43- MF(0)] будет сдвигать- 
ся B сторону больших значений Ө = а SA 
при увеличении значений F(0), a sun 24: (0-71/2)--sun 250 
если M положителен — TO B проти- 
воположную сторону. Этот метод M DECR UENIRE UT D 
соответствует фазовой модуляции, бе 
когда изменением амплитуды car- $01(9,0) 
нала можно сдвигать фазу несу- 70 -1/j) - cat (3,8) 
щей. На рис. 3.26 показана синусо- 
идальная несущая Ф\(1, 0) =ѕіп2л0 sai(20-1/2)- -501(3 0) 
для трех значений сдвигов MF (9) = 


—=0, —1/4 и —1/2. Внизу показана Ето ый 
несущая Уолша Ф(3, 9) =за1 (3, 9) 0=2/7 


MU зодвигов: Рис. 3.26. Модуляция по положе- | 
Заметим, что часть функции, нию «инусоидальных функций. и 
которая выдается за пределы функций Уолша 
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--1/9 или —1/2 из-за сдвига, добавляется с другой стороны функ- 
HAH. Е 
На рис. 3.27 показаны функциональная схема устройства и вре- 
менная диаграмма для модуляции несущих Уолша по временному 
положению. Квантователь Кв периодически производит отсчеты 
значений входного сигнала в моменты времени 0, Ө, 20, ... . По: 


——>—_ 7/8 f sat (1,0): 
н 1/4 f cat (1,9) 
— PH 1/4 f sat (2,0) 
— 11 [ cal (2,0) 
——— — 12| sat (3,0) 
—— 7 if [sat (3,0) 
—C e ma /[2 [sat (4,0) 
VANUS Seat (4,8) 
ААУ [sat (5,0) 
cat (5,0 
M Ure K А ао 
177, 


f 3 — ALPIN [cut (6,8) 
0) 117 f ААА [sut (7,8) 
0 a) ЕЕ оо МАММА (cat (7,9) 
Е — —€— antcm cna fsat (8.0) 
В а ТТ - ff Ü 1/2 а 

0 480— O0 0*40 0—40 9 | 9— 


Рис. 3.27. Функциональная схема и 
временная диаграмма для случая мо- 


Рис. 3.28. Зависимости 
дуляции несущих Уолша по времен- : 


> 0 
ному положению: ə 
Ка — квантователь; И — интегратор; ЗУ -- | cal (i, 0) = | са] (1, x) ах, 
запоминающее устройство; XC — устройст- ч 9 
во сравнения; ГТИ — генератор тактовых ST 
импульсов; К — ключ; Д — делитель; ГФ — 


генератор функций 


0 
| sal (2,0) = | Sul ба бе 
—1/2 


лученные напряжения запоминаются на определенные промежут- 
ки времени (6) в запоминающем устройстве ЗУ. На выходе ин- 
тегратора И получается пилообразное напряжение (8). Устройст- 
во сравнения напряжений УС вырабатывает импульс (г) в тот 
момент времени, когда пилообразное напряжение достигает вели- 
чины напряжения на выходе ЗУ. Этот импульс приводит в на- 
чальное состояние схему ЗУ и интегратор И. На выходе ЗУ полу- 
чаются положительные импульсы (6), длительность которых про- 
порциональна значению квантованногсе напряжения. Импульсы 
fg) от генератора [TTH могут проходить через ключ К; лишь в те 
моменты времени, когда на другой вход селектора действует HM- 
пӯлье (б). 
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Делитель Д; образует из импульсов (9) импульсы (ж), имею- 
щие гораздо больший период по сравнению с периодом импульсов 
(9). Они идут через ключ К. на генератор функций ГФ, генери- 
рующий периодические функции Уолша, например, ѕа! (3, 0). Им- 
пульсы (e) через ключ К добавляются к импульсам (ж) сразу 
после моментов времени 0, Ө, 20, ... . Если период импульсов (9) 
гораздо меньше, чем период импульсов (ж), TO на выходе гене- 
ратора функций ГФ получается функция Уолша с модуляцией по 
временному положению. Делитель Д» образует из импульсов (ж) 
импульсы (3), которые запускают схему квантователя Кв в момен- 
ты времени 0, Ө, 20 .... 

Были разработаны демодулирующие схемы для случаев моду- 
ляции по временной базе и модуляции несущих Уолша по времен- 
ному положению. Их работа основана на тех же принципах, что 
и схемы модуляции, но сильно зависит от используемой линии 
СВЯЗИ. 


3.2.3. Кодовая модуляция (КМ) 


Модуляция нормализованной частости k несущей UG (RR, 04-05) 
называется кодовой модуляцией по следующей причине: k опре- 
деляет функции системы. Это становится понятным, если Ф(^, 0) 
представить в виде определенной системы функций, например, 


маі (^, 0), где £—0, 1, 2, .... 128 сигналов, которые можно IO- 
строить из семи двоичных прямоугольных импульсов, формируют 
систему с ^=0, 1, ..., 127. Эти сигналы используются для переда- 


чи телефонных сигналов путем импульсно-кодовой модуляции. Это 
наводит на мысль рассматривать модуляцию нормализованной 
частости как обобщение импульсно-кодовой модуляции. 

Кодовая модуляция функций, таких, как sal(i, Ө) и cal(i, 0), 
означает дискретное изменение функций, так как ; может прини- 
мать только целые значения. В этом отличие кодовой модуляции 
OT амплитудной, базовой и от модуляции по положению, позволя- 
ющих передавать непрерывные изменения сигнала. Однако функ- 
ции за| (и, 0) и са! (и, 0) определены для всех действительных зна- 
чений и, исключая sal(O, 0). Таким образом, кодовая модуляция 
может быть непрерывной, по крайней мере, теоретически. 

Не существует большого различия между кодовой модуляцией 
и базовой модуляцией синусоидальных функций, так как i H Ө вхо- 
дят в аргумент в виде произведения, а не разделяются запятой, 
как для функций Уолша и других функций. Выполняется соотно- 
шение | 


sini Ө = sin а (3.62) 


Модуляцию і можно интерпретировать как модуляцию l/T и Ha- 
оборот. | 

Существует много возможных вариантов модуляторов и демо- 
дуляторов для кодовой модуляции. Используя только целые зна- 
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чения нормализованной частости, можно получить все сигналы, 
описываемые функциями G(i, 0), и подключить нужный к общей 
линии. Принцип работы демодулятора может быть основан на B34- 
имной корреляции принятой функции со всеми возможными. Бо- 
лее совершенный демодулятор для функций Уолша может быть ос- 
нован на использовании быстрого преобразования Уолша—Фурье 


($ 1.2). 


3.3. 
НЕСИНУСОИДАЛЬНЫЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ 


3.3.1. Излучение волн Уолша диполем Герца 


Решение уравнений Максвелла для диполя Герца можно за- 
писать при помощи векторного потенциала А(г, f) и скалярного 
потенциала q(r, #), не ссылаясь на какую-либо определенную си- 
стему функций, таких, как синусоидальные или косинусоидальные: 


А (3.63) 
тр. (70) гр (t — r/c) \. 3 64 
MEO р E EE (3.64) 


Здесь г есть вектор в направлении OT диполя в точку наблюдения 
и f — расстояние; p(£) есть момент диполя: 


р =90% р() = РО = 105, (3.65) 


S есть вектор диполя, который имеет направление диполя и про- 
порционален его длине; q(t) — переменный заряд диполя, a i(t) — 
ток в диполе. Допустим, как обычно, что значение $ так мало, что 
q(t) и i(t) не зависят от $. Аргументы #—//с в р и р показывают 
время задержки между изменением момента диполя р и измене- 
нием А и Ф в точке наблюдения. eo — диэлектрическая постоянная 
свободного пространства. 

Электрические и магнитные силы E(r, #) и H(r, і) можно вы- 
числить из А иф при помощи следующих формул: 


| ШЕЕ 
E (r, д = —p 2-0 — grad (г, 0); (3.66) 
Н (г, 2) = rot А (г, 2); 
Ho — магнитная проницаемость свободного пространства. - 
Следующие решения для E и Н, справедливые для волновой 


зоны, получаются из (3.63) — (3.66) [5]: | 
E(r, )— 20. г х Ir x p(t — r/o)]— о ЕО X (Xs); 
4л r? 41 cr? аі 
| (3.67) 
Jl 1 di (t — г/с) 
= ——— — [2 d р um TS enc E EIE. ; 
ENT, ) 47 cr? pU 7 n 4r cr? dt г 
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P Eo] 
Z= y 19 377 Ом; с T 


Зоо 


& 33x10? m/c. (3.68) 


Волновая зона определяется как область, где г достаточно ве- 
лико. Более четкое определение будет дано ниже. Обычное опре- 
деление, что г должно быть большим по сравнению с длиной вол- 
ны, предполагает синусоидальный ток i(t). 


Ближней зоной называется область, где ғ существенно мало. 


Следующие выражения для Е и Н можно получить из (3.63) — 
(3.66) для ближней зоны f5]: 


е Дос | i (£ — ус) dt 
Ee [- » p $enr| — ос | i (t — r/c) s 2607). 
J 


43t r? &y 4n rè r? 
(3.69) 
я орехи А t0 О) =, 3 70 
H Е; 1) НЕО S TE ( ) 


Волновую зону можно определить теперь из условия, что Е и 
Н из (3.67) и (3.68) много больше, чем Еи Н в (3.69) и (3.70). 


В противном случае — это ближняя зона. Можно получить следу- 
ющие условия: 


filt) dt 


2 б T SENT. f): : 
pp "mom волновая зона для E (г, 0; (3.71) 
dt 
< i (£) | : 
p» 4e ai волновая зона для Н (г, В. (3.72) 
dt 


Рассмотрим синусоидальный ток #(#) = [cos 2nft. Интеграл ра- 
7 sin2z[i, а производная равна —2nfIsin 2nft. Условия для 
= 


волновой зоны для E n Н в этом случае идентичны: /2% c?/ (2f)? — 
ОА 

Из (3.67) — (3.70) очевидно, uro синусоидальный ток i(t) C03- 
дает синусоидальное изменение E и H во времени как в волновой, 
так и в ближней зоне. Это происходит благодаря своеобразной 
особенности синусоидальных функций оставаться синусоидальны- 
ми как при интегрировании, так и при дифференцировании. Для 
других функций i(t) это несправедливо. В соответствии C (3.67) H 
(3.68) E и Н изменяются в волновой зоне пропорционально di/dí. 
Однако в ближней зоне Е будет изменяться пропорционально 


| i(t)di, а Н — пропорционально i(t). Временная зависимость E и 


Н является, таким образом, функцией расстояния между диполем 
и точкой наблюдения или между передатчиком и приемником. 
Можно предвидеть применение этого эффекта для предотвращения 
столкновений самолетов. Заметим, что i(f) должна иметь малую, 
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вен 


производную, если переход из ближней зоны B волновую нахо- 
дится далеко от передатчика. 

Энергия, распространяющаяся в волновой зоне через поверх- 
ность сферы радиусом г, определяется интегрированием вектора 
Пойтинга по поверхности сферы: | 


P(r, 0) = ф E(r, 4 XH (r, 9 40 = 


бл c? dt 
Введение Е значения тока 
Гь = ——D(yt-t-—rl (3.74) 


позволяет получить сопротивление излучения А; из средней мощ- 
ности излучения Р: 


е 2052 [аі (0) VN . 
=- = <P Ee sime 
Р= <P Ẹ, 9> = «Py D о =: Эе 
ван С 
TD ri LES 
К, = Пр = бл c? < it (t) 
Рассмотрим B качестве примера излучение волн Уолша. Суще- 


ствуют два различных случая. Можно подавать в диполь Герца 
токи: 


Rc iq uS. [oops s? = (ss). (8.73) 
бл c? ! 


T і 
10 = 1 | sal (k, t'/T) d/; i( = 1 | cal (k, t'/T) dt. (3.76) 
—T/2 —T/2 


Тогда согласно (3.67) и (3.68) в определенной точке волновой зо- 
ны Еи Н будут изменяться пропорционально Ssal(R, ИТ) или 
cal (k, t/T). Можно подавать B диполи токи, имеющие форму Du 
ций Уолша: 


i (t) = I sal (в Т); i (f) = I cal (k, t/T). E (3.77) 


Тогда согласно (3.70) B определенной точке ближней зоны Н бу- 
дет изменяться пропорционально за[(^, &Т) или cal(k, ИТ). В 
дальней зоне Е и Н будут изменяться пропорционально производ- 
ным функций Уолша; интегрирование принятого напряжения бу- 
дет давать напряжение формы функций Уолша. Во втором случае 
необходимо принимать во внимание отклонение формы функций 
Уолша от идеальной. 

На рис. 3.28 показаны интегралы от функций Уолша согласно 
(3.76). В табл. 3.6 приведены значения пикового тока Í, эффектив- 
ного тока /sgg и сопротивления излучения Rs для диполя сев В 
котором токи изменяются согласно рис. 3.28. | 

Для сравнения также показаны величины, справедливые для 
синусоидальных токов. Предполагалось, что средняя излучаемая 
мощность во всех случаях одинакова. Можно видеть, что Í, Ѓљфф и 
К. приблизительно одинаковы для синусоидальных функций и 
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Таблица 3.6 


Пиковый ток l, эффективный ток [opp и сопротивление излучения Rs 
для диполя Герца 


И Rr eau Me ME ааа 


Выражения, описывающие ток | AT Et E (pz UTE, бл с? T? р 
в диполе Герца "ómP cT блр cT эфф Zona 
запал, 0)40 12—05 |1/2У3=0,289 | 4x83—12 
sin2 0 V 2/91 = 0,225 |1/2 л = 0,159 4n? — 39,5 
faa, 0) 46, fsal (2, 940 14 —=0,25 |/4V 3 —0,144 | 16х3 = 48 
sin4nð ` У2/4л = 0,112 1/4 n = 0,079 16 x3 = 158 
[cat (2, 0) d 6... |а] (4, 0)d40 | 1/8—0,125 |1/8У3=0,072 | 64x3 = 192 
sin8 лө V 2j8x —0,056 1/81 = 0,040 | 647? = 631 
| а (4, 0) 40... |за! (8, 9) 40 1/16 = 0,063 |1/16УЗ = 0,034] 256Ж3 = 768 
E sin 160 V 3/16x = 0,03311/16 л = 0,020 | 256 л? = 2520 


———————— 


BIO DUERME UU Е E E T 
функций Уолша равных частостей. Далее видно, что I, [эфф И К. 
в точности одинаковы для функций Уолша: 
cal (2*, Ө); sal(2*-- 1, 0); cal(2* -+ 1, 0)... sal(2*t!, 0). (3.7 8) 
В случае синусоидальных функций 1, lp и Rs зависят OT ча- 
стоты. В то время как диполь Герца не является широкополосной 
антенной (в смысле частоты) для синусоидальных токов, OH ЯвВ- 
ляется широкополосной антенной 
(в смысле частости) для токов, име- +T 6 
ющих форму проинтегрируемых ; 1(3 0 ВЕ 
функций Уолша. Ширина полосы / 30^ Lo, f 
частостей определяется выбором R. 
Рассмотрим теперь случай, ког- 
да диполь Герца возбуждается 
током, закон изменения во време- 
ни которого описывается функ- 
пией Уолша. На рис. 3.29 no- /2 : 
казаны идеализированный ток 27112 0 R 
Ical (3, ИТ) и внизу ток i(f) c KO- | 
нечным временем нарастания ЛЁ. Рис. 3.29. Излучение волн Уолша 
Рассмотрим общий случай, когда диполем Герца 
ток описывается функцией Уол- 
ша Jcal(&, ИТ) или /ѕа! (№, ИТ); будем использовать ту же аппрок- 
симацию, которая показана на рис. 3.99, для i(t). Получим следу- 
ющие средние: | 


A avs (21 а а Т (3.79 

<=}: At a be DR GS 

<P> =P (Ej a= r(i- 8): (3.80) 
| 0 
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Излучаемую мощность и сопротивление излучения можно опреде- 
лить из (3.75): 


р. Ја 1 0 m.s (3.81) 
А 9372 At 3n c? 
R =2 211—226): Ан =2 (1— BI (3.82) 
1 At 6T | Зл cT? At б Bach conr 


Синусоидальный ток  /cos2mkf/T или Isin 2nRkt/T дает следую- 
щие величины для излупаемой мощности и сопротивления излу- 
чения: 


ka 752 Zos? 
= 2p —— —9v-.9259g.-—". 3.84 
ст T? Зл с? Зл с? ui. 


Для синусоидального тока соотношения (3.83) и (3.84) зави- 
сят только OT его частоты ў, B то время как соотношения (3.81) и 
(3.82) для тока Уолша зависят от частости ф и времени переклю- 
чения Af. Теоретически для данной частости и данной антенны Be- 
личины Ри К, можно сделать произвольно большими уменьше- 
нием Af. В табл. 3.7 приведены значения отношения (3.81) и (3.83), 


ао. Иа 3.7 


Отношение мощностей Psal/Psin и отношение сопротивлений излучения 
Rs, за/Кз, sin Для диполя Герца f—1 ГГц, p= 162рѕ 


ала I ——— co—————————————— —À 


Psa] 2 Rs, sal 1 
TAL nc Ni rs ES 
Psin m PAL Rs. sin n? f A t (1 — ọ 1/6) 
E E a E a E e A A оне, 1. 
100 | 2 1,03 
10. 20 10,0 
] 200 100,0 


Uu EE M M a t PENNE ER ee. 
обозначенного Р.а/Рьш, и отношения (3.82) и (3.84), обозначенно- 
го Rs, за/ Юз, sm, ДЛЯ частоты f=1 гГц и частости Фф = 1 Gzps. Излуча- 
емая мощность и сопротивление излучения приблизительно равны 
для времени переключения A£—100 нс. Уменьшение времени пере- 
ключения до lO нс, которое в настоящее время является предель- 
ным, позволяет получить излучаемую мощность и сопротивление 
излучения для функций Уолша на порядок выше, чем для синусо- 
идальных функций. 

Предположим, что время переключения ДГ (рис. 3.29) очень 


мало по сравнению со средним периодом колебания t= l/o. Pac- 
смотрим стробирующую схему, которая открыта только в момен-. 
ты нарастания и спада импульса. Большое число независимых пе- 
редатчиков может излучать волны Уолша, имеющие одну и ту же 
временную базу, но различные нормированные частости i=ọT.. В 


| 


приемнике импульсы 44/41 He приходящие в определенное время, 
будут подавлены стробирующей схемой. Синхронизация строби- 
рующей схемы должна быть точной, так же как должна быть точ- 
ной фаза местной несущей при синхронной демодуляции CHHyCOH- 
дальных несущих. Желаемый передатчик распознается по образцу 
положительных и отрицательных импульсов так же, как передат- 
чик при синхронной демодуляции синусоидальных несущих распо- 
знается по соответствующей частоте. Приемник для несущих Уол- 
ша не различает сигналы за| и са| одной частости так же, как и 
приемник для синусоидальных несущих не различает синусоидаль- 
ные и косинусоидальные колебания, если не используется синхро- 
низирующий сигнал. Следовательно, функции Уолша можно ис- 
пользовать, по крайней мере, теоретически, как несущие для по- 
движной радиостанции. Это первый пример возможной несущей 
для подвижной радиостанции (в отличие от передачи от точки до 
точки, как в СВЧ линиях) с момента введения синусоидальных He- 
сущих. Еще рано говорить о каком-либо практическом примене- 
нии несинусоидальных электромагнитных волн Для подвижной ра- 
диостанции. Однако, прежде чем отрицать возможность какого- 
либо их применения, нужно вспомнить, что 20 лет прошло между 
теоретическим предсказанием электромагнитных волн Максвеллом 
и их экспериментальным подтверждением Герцем, прошло еще 
45 лет до той поры, когда внедрение электронной лампы позволи- 
ло использовать синусоидальные волны для связи в большом мас- 
штабе. 


3.3.2. Распространение волн Уолша, антенны, эффект Допплера 


Одним из наиболее важных достоинств синусоидальных волн 
является инвариантность их ортогональности к временным сдви- 
гам. Для примера рассмотрим синусоидальную несущую V 2x 
xsin2xn0, модулированную по амплитуде сигналом F4(0):- Cur- 
нал F,(0) практически постоянен Ha интервале некоторого числа л 
периодов несущей }/ 2 ѕіп 2лпӨ. Синхронную демодуляцию моду- 
лированной несущей можно представить следующим интегралом: 


0'--1/2 | 
° F,(0) V2sin22n0 V 2sin21m0d0 = 
01/9 
D pe d cx 
-F,(QQ) | V2 sin2x n0 / 2 sin2tm0d0—F, (0) nm. (3.85) 
0'—1/2 


В случае подвижной радиостанции принимается сумма многих 
модулированных несущих с различными временными задержками. 


J — 
Таким образом, Е, (0) V 2sin2nn0 заменяется на У; F,(0) V 2X 


n=l 


139 


Хзіп 2лп(0—0,) и (3.85) записывается в следующем виде: 
04-1/2[ j m 2 
92 F, (69) V 2 sin 2an (0 — 0,) | V2 sin2x m0 d0 == 
0'—1/2L n—1 
= Fp (0') cos 21 n 0,6,,,,. (3.86) 
Временные сдвиги 0, приводят к уменьшению амплитуды, но 
не к перекрестным помехам. Ортогональность синусоидальных и 


косинусоидальных функций одной и той же частоты нарушается 
из-за временных сдвигов, но ортогональность-функций разных ча- 


стот сохраняется. Подмножества функций { V 2 sin&(0—04)) или 
( V 2cosk (9—0»)} ортогональны для любых значений 0. Это спра- 
ведливо согласно теоремам сдвига синусоидальных и косинусои- 
дальных функций: 


sin А (0 + 0,) = sin £0 cos А Ө, -+ cos k 0 sin £0; | (8.87) 
cos £ (0 + 0,) = cos £8 cos 0, — sin k O sin k 0}. 
Функции Уолша имеют очень сходные теоремы сдвига: 
sal (k, 0 Ф6,) = sal (k, ©) sal (k, 0,); 
cal (k, 0 ® 0,) = cal (k, 0) cal (k, 0). | 


Основное различие заключается B TOM, ‘что обычное сложение 
заменяется сложением по mod 2. 
Рассмотрим теперь одномерное уравнение 


(3.88) 


2 2 : 
E КАТ (3.89) 
де 0x? 


и его основное решение 
и (x, D) = g (t — х/б) + h (t + хо. (3.90) 


Ввиду того что B аргументах #--х/с и Í—x|c имеют место знаки 
обычного суммирования и вычитания, ортогональность функций 
Уолша в общем случае не сохраняется. Однако система (sal(&, 9+ 
+02), cal(k, 0--0,)) является линейно независимой, за исключе- 
нием единичных случаев. Разделение линейно независимых функ- 
ций возможно, но более сложно, чем разделение ортогональных 
функций. Системы продифференцированных функций sal или cal, 
с другой стороны, остаются ортогональными при временном 
сдвиге. 

Сигналы Уолша (рис. 1.2) можно рассматривать как линейно 
поляризованные волны Уолша. Первые пять из них показаны так- 
же в первом столбце рис. 3.30. Волны с круговой поляризацией 
(второй столбец) получаются из них путем закрепления «левых 
концов» функций и вращением их правых концов на 360° по пра- 
вилу правого винта. Гретий столбец получается поворотом функ- 
ций второго столбца на 90° вправо. Четвертый столбец получается 
скручиванием функций первого столбца на 2360? по правилу 
правого винта. 


140 


Функции, изображенные B первой строке (рис. 3.30), соответ- 
ствуют обычным правополяризованным волнам, имеющим норма- 
лизованные частоты (обороты в единицу времени) 0, 1, 1 и 2. Эти 


*S. €^ 00 
(0 «UD 
ces (00 D 
FR В 
CX Xo Sm 


Рис. 3.30. Волны Уолша c круговой поляризацией 


волны являются частным случаем правополяризованных волн 
Уолша с частостью 0. Функции во второй строке все имеют HOD- 
мализованные частости 1 и частоты 0, 1, 1и 2, то же самое спра- 
ведливо и для функций в строке 3. Частости функций в строках 
4 и 5 равны 2, частоты снова равны 0, 1, 1и 95 

Диполь Герца широко применяется в теории антенн CHHyCOM- 
дальных волн. Хорошо известно, что четвертьволновые или полу- 
волновые диполи более эффективно излучают синусоидальные 
волны собственной частоты. Следовательно, для функций Уолша 
нужно искать лучшие излучатели, основанные на диполе Герца. 
Рассмотрим диполь длиной Г. Пусть oH возбуждается волной 
sin 2л (t—x/c). Образуется отраженная волна sin 2af (1 4- x/c) . 

Если пренебречь потерями, то сумма обеих волн дает стоячую 
волну: 


sin 2л f (t — х/с) + sin 2x ft (t + xic) = 2sin 2x ft cos 2я ] x[c; (3:91) 
с = № = AL. 


Этот диполь можно рассматривать состоящим из многих ДИПО- 
лей Герца, но для их питания требуется. только один мощный YCH- 
литель вследствие преобразования волны sin 9 я (-—х/с) в стоя- 
чую волну. Из (3.91) и (3.87) следует, что это преобразование 
обусловлено теоремами сдвига синусоидальных H косинусоидаль- 
ных функций. | 26 

Для функций Уолша вместо (3.91) и (3.88) получается следую- 
щее уравнение: 


sal (ФТ, ИТ © x/cT) + sal (ФТ, ИТ Ф х/сТ) = sal (o T, tjT) sal (ФТ, xicTy 
| : : (3.92) 
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Снова образуется стоячая волна. Однако волны Уолша, рас- 
пространяясь вдоль металлического проводника, описываются 
скорее функциями за! (ФТ, ИТ—х/сТ) или ѕа (ФТ, t/T--x/cT), а не 
выражениями  sal(oT, /Т O x/cT) или sal (ФТ, t/t CO x/cT). Извест- 
HO, как передать колебания Уолша в соответствии с аргументом 
ЕТ ®x/cT, но линия передачи получается гораздо более сложной, 
чем металлический проводник. Следовательно, антенны, основан- 
ные на принципе стоячей волны, не являются перспективными. Так 


нереключатель, который подает в антенну либо положительный, 
либо отрицательный ток, лучше использовать много диполей Гер- 
ца, каждый из которых возбуждается такими усилителями. Pea- 
лизация антенн со ста диполями является вполне реальной, если 
переключатели выполнить на транзисторах. При использовании 
интегральных схем вполне реально выполнить антенну с тысячью 
и более такими диполями. Исследование излучения волн Уолша 
приводит к активным антеннам так же естественно, как иссле- 
дование излучения синусоидальных волн приводит к резонансным 
антеннам. Множество индивидуально возбуждаемых диполей Гер- 
ца необязательно располагать вдоль линии, их можно располо- 
жить на плоскости. Поэтому длинную одномерную антенну можно 
заменить небольшой двумерной антенной. 
_ Были вычислены диаграммы направленности некоторых ан- 
тенн для простой волны Уолша. Рассмотрим, например, параболи- 
ческий отражатель. Ширина его диаграммы направленности зави- 
сит от отношения A/D в случае синусоидальных волн, где А — дли- 
на волны; D — диаметр отражателя. В случае функций Уолша по- 
являются два отношения A/D и САН, rne 9, — средняя длина вол- 
ны у/ф; Af — время переключения (рис. 3.29); с — скорость света. 
Ширина луча уменьшается до 0 с уменьшением времени переклю- 
чения ‚АГ, в то время как отношение A/D может оставаться IIOCTOSH- 
ным. Для фиксированного отношения МР можно получить узкий 
луч или для фиксированной ширины луча можно получить малый 
диаметр D. Фактически параболический отражатель может быть 
заменен круглым диском диаметром D, который покрыт множест- 
вом диполей Герца, излучающих одну и ту же волну Уолша. 
Пусть такая антенна используется для облучения Земли из 
космоса. Почти свободное пространство не оказывает вредного 
влияния на волны. При прохождении атмосферы импульсы рас- 
ширяются, а ширина луча увеличивается. Этот эффект несущест- 
венен, так как происходит на последнем, относительно коротком 
участке пути распространения радиоволн. С другой стороны, когда 
зондируют космическое пространство с Земли, расширение луча 
происходит в начале пути передачи. Это очень вредное явление. 
Для получения такого же узкого луча при данном диаметре D or- 
ражателя синусоидальные волны должны были бы иметь очень 
высокую частоту и поэтому поглощались бы полностью облаками. 
Таким образом, электромагнитные волны Уолша достаточно при- 
влекательны для определенных областей применения, но вновь 
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нужно напомнить, что He было проведено экспериментальных ис- 
следований. подтверждающих эти выводы. 

Из-за эффекта Допплера синусоидальная электромагнитная 
волна Esin 2nf(t—x/c) преобразуется в волну Esin 2л} (t —x'[c). 
Сдвинутая частота имеет значение 


Р = 17 =a (3.93) 


1 — oc ' 
где о — относительная скорость перемещения передатчика и при- 
емника. 

Волна Уолша 


E(x, д) = Еза! (ФТ, ИТ — х/сТ) (3.94) 

преобразуется при помощи ур авнений относительной ‘механики 
t -+ ох' [c? х dot RO 
Vi 0762 УТ oc ( ) 


B следующий вид: 


N 


E (х, t") = Esal | ФТ, EE UNE (3.96) 
Вос 


Для записи (3.96) в виде (3.94) нужно определить преобразован- 
ную частость «^ и базу T" по формулам: | 


/ 1 — u/c 
d Lem int | ) 
У 
А Г (3.98) 
Получим 
Е (QT, tT + x']cT"). (3:99) 


Уравнения (3.97) и (3.93) показывают, что частость Ф И часто- 
та ј изменяются одинаково из-за эффекта Допплера. Дополнитель- 
ное изменение базы Т согласно (3.98) основано на инвариантне- 
сти эффекта Допплера или преобразовании Лоренца: T'q' = ТФ. 

Синусоидальная волна с частотой f, излучаемая передатчиком 
с относительной скоростью 9, не может быть разрешена от другой 
с частотой f, излучаемой передатчиком с относительной скоростью 
0. Это несправедливо для функций Уолша. Из рис. 1.2 легко мож- 
но видеть, что уменьшение частости ф=8/Т в sal(8, 0) до g= 
= (3/4)q дает ф’=6/Т, но результирующая волна Уолша отличает- 
ся от sal (6, 0). | 

Были попытки обнаружить сигналы, переданные с других пла- 
нет Эти попытки основывались на допущении, что такие сигналы 
должны быть синусоидальными волнами. Исследование эффекта 
Допплера волн Уолша позволяет поднять вопрос, почему волны 
Уолша не являются более подходящими для данных целей. Сину- 
соидальные волны от передатчика, расположенного . на планете, 
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будут приниматься C разной частотой для разных направлений в 
пространстве, и эта частота также будет зависеть от положения 
планеты на ее орбите. Волна Уолша, с другой стороны, может 
быть всегда распознана как одна и та же волна независимо от 
направления прихода. К тому же волна Уолша имеет вдвое. ббль- 
шую среднюю мощность, чем синусоидальная при одинаковой ам- 
плитуде, что важно для слабых сигналов. 


3.3.3. Интерферометрия, распознавание образа 


На рис. 3.31а показан принцип интерференционного измерения 
углов. Два приемника в точках А и В принимают волны от дале- 
ко расположенного передатчика, который движется практически 
параллельно лучам аи b. 


5) 
sin 2x (ЁТ) (&/7 
2Тмакс AA 


STan ENT 


д | 

) sat (рт, t/7). 
AT mare = T a 
AT muu = [$ r- 1o 


Рис. 3.31. Интерферометрическое измерение угла: 
а) геометрические соотношения для двух приемников А и В, распо- 
ложенных на данном меридиане; б) разрешающая способность по 
дальности синусоидальных волн; в) разрешающая способность по 
дальности волн Уолша 


. Измерение времени запаздывания АГ=АсС/с дает угол p= 


—arcsincAT/AB. Наименьшее измеримое время запаздывания 
ATu зависит от градиента нулевых пересечений как для синусои- 
дальных функций, так и лля функций Уолша. Таким образом, ве- 
личина АГмин пропорциональна Ш для синусоидальных функций и 
1/ф для функций Уолша; коэффициент пропорциональности обо- 
значен на рис. 3.316, в через в. Разрешающая способность (т. е. 
минимально возможное измеряемое время Alum или минималь- 
ный измеряемый угол AB zz CAT uug/ AB), приблизительно одинакова 
для синусоидальных функций и функций Yonna. Однако область 
разрешения совершенно различна. Наибольшая возможная вели- 
чина АГ должна лежать между —Т/2 и +Т/2, где Т — период 
волны. Это объясняется тем, что волна, задержанная на величину, 
кратную Т, не отличается от незадержанной волны. Следователь- 
HO, АГуакс равна T. Так как T равна l/f в случае синусоидальных 
функций, АТианс равняегся АТмин/в. Определенные функции Уол- 
ша за] (1, 0) имеют наименьший период T-—i/e и ЛТмаке равна‘ TOr- 
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да ГА Гмив/е. Такая функция Уолша показана для {=3 на рис. 3.31e.. 

Другими используемыми значениями согласно табл. 3.5 являются 

.i—2^—]. Большое значение i увеличивает область разрешения 

АТыакс без увеличения наименьшей измеримой временной разности 
Don | 

Из рис. 3.31а можно вычислить следующие величины. Пусть А 

и В будут двумя точками с а=52° северной и южной широты и 


предположим, что АГиин=10-9 с. Расстояние АВ около 10000 км и 
используемый угол наблюдения 180°——20=76°. Разрешающая cno- 
собность Дв=3. 10-8 или А8 = 0,05”. Величина i получается из сле- 
дующего соотношения: 


і > eA Тьаке/А Тин = 8 cos /ЛВ = 2,5.10—° e = 106. (3.101) 


Угол 0,05” соответствует расстоянию около 11 м на поверхно- 
сти Луны и около 3 км на поверхности Марса, когда он близок к 
Земле. Для сравнения заметим, что наименьший разрешаемый 
угол 0,05” является величиной на порядок меньшей, чем величина, 
получаемая астрономическими телескопами. 

Этот метод измерения угла является привлекательным для на- 
вигации космических зондов. Точное знание расстояния АВ часто 
не требуется. Одним из таких случаев является наведение косми- 
ческого зонда в окрестность другого зонда или в окрестность пе- 
редатчика маяка. Для этого требуется значительное количество 
оборудования, обрабатывающего информацию. Ранее приведенная 
величина {=108 означает, что необходимо сравнивать две функции 
Уолша, каждая из которых состоит из 108 прямоугольных импуль- 
сов. Тогда минимальная емкость накопительного устройства, не- 
обходимого для сравнения, равна 2х 108 дв. ед. Кроме этого, по- 
требуется дополнительная емкость накопительного устройства для 
увеличения отношения сигнал/шум посредством усреднения по 
многим массивам из 106 импульсов. Например, усреднение по 
1000 массивам. потребует суммарную емкость накопительного уст- 
ройства 12Х 108 дв. ед. 

На рис. 3.32 показаны радиолокационная станция Ю и две то- 
чечные цели В; и B», расположенные близко друг от друга. В стро- 
ках а и Ó показаны синусоидальные волны, отраженные от D, и 
B». B строке в показана сумма этих двух синусоидальных волн, 
принятых радиолокатором. Периодическая синусоидальная волна 
выглядит одинаково как при отражении от двух близко располо- 
женных целей, так и при отражении от одной, обладающей ббль- 
шей отражающей поверхностью. Синусоидальная волна, показан- 
ная в строке в, искажена на начальном и конечном участках. Если 
длительность импульса 1 мкс, а несущая частота 1 ГГц, то из 
1000 периодов только два будут искажены. Таким образом, энер- 
гия, характеризующая наличие двух целей, равна всего 0,1% от 
общей энергии импульса и является незначительной. | 

Рассмотрим отражение волн Уолша. B строках e и д показаны 
волны, отраженные OT В; и B» а в строке е показана их сумма. 
Различие между волнами, отраженными от одной и двух целей. 
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Рис. 3.32. Отражение си- 

нусоидальных волн и 

волн Уолша двумя то- 
чечными целями 


теперь видно не только в начале и конце 
импульса. Периодическая волна Уолша 
гакже сохраняет информацию о количестве 
целей и о разности их расстояний, хотя по 
виду отраженного сигнала нельзя устано- 
вить абсолютное значение дальности. Так 
как на основании строк г и е (рис. 3.32) 
сумма нескольких волн Уолша одинаковой 
формы, но с различными временными 
сдвигами может иметь разную форму, не- 
обходимо исследовать отражение от радио- 
локационного зеркала. Для этого следует 
решить волновое уравнение для определен- 
ных начальных и граничных условий. Это- 
го до сих пор не было сделано. Синусои- 
дальные и косинусоидальные функции при- 
менялись более широко в волновой оптике, 
чем в связи. Не существует теории для 
волн Уолша или для полных систем орто- 
гональных волн. Было бы неправильно 
рассматривать волны Уолша как суперпо- 
зицию синусоидальных и косинусоидальных 
волн и использовать для них известные 
результаты волновой оптики. Частостные 


фильтры, частостное уплотнение и антенны для волн Уолша HH- 
когда не были бы найдены, если бы функции Уолша рассматри- 
вались как суперпозиция синусоидальных и косинусоидальных 


функций. 


Из-за отсутствия волновой теории в качестве первого прибли- 
жения можно использовать геометрическую оптику. На рис. 3.332 


r= 


1 + 505%. 
d= Г, 60565, - T, 605% 2 
T2 = T4 та d, 


Рис. 3.33. Отражение волны согласно геометрической оптике па- 
раболическим зеркалом (a) и двумя перпендикулярными зерка- 


лами (6) 


показан разрез параболического отражателя. Расстояния г» и rı +d 
равны. Следовательно, волна Уолша, излученная из фокуса D, бу- 
дет иметь одинаковую задержку независимо от того, в точке В 
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или C она отражается, и будет складываться без временного сдви- 
га. Наоборот, сигнал, отраженный параболическим зеркалом в на- 
правлении фокуса D, не будет искажен, даже если он несинусои- 
дален. 

Другим примером неискажающих отражателей является отра- 
жатель из двух перпендикулярных зеркал, показанный на рис. 
3.336. Из геометрических соотношений, показанных на этом рисун- 
Ke, следует, что пути распространения а и b равны. Таким обра- 
зом, временного сдвига между волнами Уолша, отраженными от 
разных точек рефлектора, не будет, и волны Уолша отразятся без 
искажений. Можно показать, что результат справедлив также и 
для трехмерного уголкового отражателя. 

В общем случае волна Yonma, отраженная целью c ограничен- 
ными размерами, больше не будет волной Уолша. Форма отра- 
женной волны дает информацию о геометрических размерах и фор- 
ме цели. Рассмотрим отражение ступеньки, как, например, сту- 
пеньки за1 (1, 0) в момент 0=0 (см. рис. 1.2) от сферы, показанной 
на рис. 3.34а. Правильнее было бы потребовать решения волново- 
го уравнения. Однако можно получить первое приближение, пред- 
положив, что из каждой точки поверхности сферы, освещаемой 
падающей волной, излучается сферическая волна. Отраженная 
ступенька, вычисленная при этих предположениях, показана спра- 
ва (рис. 3.34а). Сначала волна отражается только точками сферы, 
находящимися вблизи плоскости 5. После того как пройдет время 


2R 
[= — (1—sin В), волна будет отражаться от всех точек сферы, 
C 


1 
имеющих расстояние до плоскости S, меньшее 2 cl. При этом 


будет отражаться гораздо больше энергии. В момент времени Í= 
—2R/c все точки освещенной части сферы отражают энергию и 
для больших значений і увеличения отраженной энергии не про- 
исходит. Так как все функции Уолша можно представить в виде 
совокупности ступенчатых функций с положительной или отрица- 
тельной амплитудой, на основании рис. 3.340 можно получить вид 
отраженной волны Уолша. 

Форму отраженной ступенчатой волны можно вычислить сле- 
дующим образом. Амплитуда волны, отраженной от кольцеобраз- 
ной поверхности, находящейся на расстоянии 1/2(сі) от плоскости S 
(рис. 3.34а), пропорциональна площади этой поверхности ZNR х 
Xcos ВАКа В, но только часть sin В этой площади отражает волну в 
направлении падения. Тогда напряжение и, наблюдаемое Ha ос- 
циллографе, как функция угла В будет иметь вид 

л/2—В 
и (p) — 2x АҚ | cosp’ sinp а В’ = Кл? (1 — 51128); (3.102) 
0 


0 « p « (1/2) x, 


где K — коэффициент, учитывающий масштаб, a также затухание, 
усиление, коэффициент отражения и т. д. 
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Так как Ha осциллографе напряжение и наблюдается как функ- 
ция времени, а не угла В, то в (3.102) можно сделать подстановку 


ct=2R (1—5іп В) из рис. 3.34а: 


и (сі) = К п В? ан ct < 2R; wle D — KR cC RS 


Вид кривой u(ct) представлен Ha рис. 3.34a. 
На рис. 3.34 для различных углов падения Q показан вид CTY- 
пенчатой волны, отраженной: 1) стержнем длиной L и диаметром 


бр: 
5 RA sinp), 


Í 3 
= R (1-с0500) 
«=== 


и 
d = (4-5) 5419 


0 ЕЕ 


Рис. 3.34. Вид ступенчатой волны, отраженной от 
идеальных рассеивателей различной формы: 
а) сфера; б) стержень длины L и диаметра d &L; 
в) цилиндр; г) круглый диск диаметром 2R; 
д) радиолокационный отражатель (три перпенди- 
кулярных зеркала) | 
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d«L (6); 2) цилиндром при его облучении перпендикулярно оси 
(в); 3) круглым диском диаметра 2R (2); 4) радиолокационным 
отражателем, состоящим из трех перпендикулярных зеркал (0). 

Встает вопрос, какая функция Уолша предпочтительнее для 
распознавания формы отражающей поверхности. Рассмотрим 
функцию sal(8, 0) из рис. 1.2. Сигнал, описываемый этой функ- 
цией, легко фильтровать и обрабатывать. Однако его период равен 
9= 1/8 или t= (1/8) T. Отсюда неоднозначность возникает, если раз- 
меры цели превосходят (1/8)cT или если имеются несколько це- 
лей на расстояниях больших, чем (1/8)cT. Сигнал, описываемый 
функцией sal(7, 0), труднее фильтровать и обрабатывать, однако 
его период 0—1 или t=T и неоднозначность возникает только для 
целей, имеющих размеры больше СТ. 

Сигнал, описываемый функцией sal(l, 0), так же легко обра- 
батывать и фильтровать, как и сигнал sal (8, 0), и он тоже имеет 
период T. Однако sal(l, 0) имеет только две ступеньки, а ѕа! (7, 6) 
имеет 14 ступенек и эти ступеньки, а не постоянные участки функ- 
ций, несут информацию о форме цели. Таким образом, более слож- 
ные функции Уолша с теоретической точки зрения предпочти- 
тельнее. 

Интерферометрическое сопровождение космических зондов и 
радиолокационных целей можно проводить и проводят, используя 
синусоидальные волны. Здесь важно отметить, что волны Уолша 
имеют свойства, существенно отличающиеся от свойств синусои- 
дальных волн, и поэтому могут обеспечить возможность получения 
более высокой разрешающей способности и более высокого отно- 
шения сигнал/шум, чем это можно получить современными мето- 
дами. 

В этом параграфе рассматривались только волны Уолша, хотя 
дифференцированные волны Уолша (рис. 3.29) оказываются го- 
раздо более предпочтительными. Однако при использовании. этих 
волн появляется дополнительный параметр — время переключе- 
ния, что существенно усложняет рассмотрение. 


4. 
СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 


4.1. 
ОДИНОЧНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 


4.1.1. Определения 


Рассмотрим разложение в ряд сигнала Р (6): 
со 
3 УХ А 
Е (0) = y ali) fG, 9. 
Jed | 
Существуют три основные операции, которые могут быть разли- 
чимы с помощью этого разложения: фильтрация, смещение и син- 
тез сигнала. Фильтрованный сигнал P,(0) получается умножением 


a(j) на функцию K(j), описывающую затухание, и на функцию 
| (j, Ө), сдвинутую во времени на 0(1): 


Е; (0) = V К(ђа( ії, 9—9 (01. 
j—0 
Смещение F(0) получается подстановкой функции А(ј) вместо 
переменной j, причем должна существовать обратная функция 
F,() = У «ФНО, 81. 
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Для частостного смещения посредством амплитудной модуляции 
несущей Уолша wal(k, 0) функция ^(]) равна А Qj; для частот- 
ного смещения посредством односторонней амплитудной модуля- 
ции синусоидальной несущей зш2лЕ0 функция R(j) равна А+] 
или k—j. В первом случае в качестве системы [f(j, 0)) использу- 
ется система функций Уолша, а во втором случае — система сину- 
соидальных и косинусоидальных функций. 

Синтез сигнала является более общим процессом. Коэффици- 
енты Q(j) заменяются новыми коэффициентами da(j)]|—c(j); сно- 
ва должна существовать обратная функция a[c(j)|—-a(j). Далее 
система U(j, Ө) } заменяется новой системой (g(j, 9)): Fa(0)- 


EY c(j)g(j, Ө). Преобразование а()—с0) называется кодиро- 
Ef 
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ванием. Примеры кодирования приведены на рис. 2.2—2.4. Заме- 
тим, что один коэффициент a(j) может быть преобразован в ряд 
коэффициентов c(j). 

Фильтрация и смещение рассмотрены в гл. 9, 3. Для расиро- 
странения теории передачи информации ортогональными сигнала- 
ми на область синтеза сигналов необходимы знания методов ма- 
тематической статистики. Краткое изложение этих методов облег- 
чит понимание их применений в последующих двух главах. Со- 
временное математическое рассмотрение необходимо начать с по- 
нятия о-алгебры. Для того чтобы избежать чрезмерного математи- 
ческого абстрагирования, здесь лишь частично используется со- 
временный подход. Однако степень требуемой абстракции должна 
быть удовлетворительной. 

Вероятность определена математиками XVIII столетия как OT- 
ношение числа благоприятных исходов к числу возможных исхо- 
дов, если все исходы равновероятны. Такое определение легко мо- 
жет быть применено к игре в карты. Вероятность вытащить опре- 
деленную карту из колоды, содержащей 52 карты, равна 1/52, 
если каждая карта представлена в колоде в единственном числе. 
Условие «если все исходы равновероятны» соответствует условию 
«если каждая карта представлена в единственном числе». Такое 
определение вероятности неудовлетворительно для связи, носколь- 
ку условие «если все исходы равновероятны» часто не выпол- 
няется. 

Колмогоров создал аксиоматическую теорию вероятности, ос- 
нованную на теории множеств [1, 2]. Рассмотрим большое число 
измерений, в результате которых получаем совокупность числовых 
данных в=61, с» ... . Примерами таких измерений являются YA- 
стота появления «орел» и «решка» при бросании монет или под- 
счет букв в словах текста. Величина с=с, e» ... называется CTA- 
тистической или случайной. 

В приведенных примерах с=с являлась одномерной величиной. 
Рассмотрим в качестве следующего примера шар, который 6poca-. 
ют на неровную поверхность. Допустим, что с и N означают KOOP- 
динаты точек, где шар останавливается. Каждое измерение дает 
два значения и с=6(с, й) является двумерной величиной, а в об- 
щем случае — #-мерной величиной. 

Пусть $ означает множество всех возможных результатов из- 
мерения с, a Sj и 5, обозначают подмножества $. Сумма $;-+ 5» 
определяется как множество всех элементов, принадлежащих к 
5; и (или) к Sr. Произведение или пересечение $5,5» является MHO- 
жеством всех элементов, принадлежащих как к S$; таки к Sh- 
Разность 5;—S, является множеством всех элементов, принадле- 
жащих к $5}, но не принадлежащих к Sh. 

‚Рассмотрим пример, где длина слов в тексте измеряется коли- 
чеством букв. Наиболее короткое возможное слово имеет длину, 
равную 1, наиболее длинное — 25. Множество всех длин от | до 95 
есть $. Допустим, что $; — это подмножество слов с длинами 9, 
10, 11 и 12; $, — это подмножество слов с длинами 11, 12, 13, 14 
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и 15. Сумма 5;--S, является множеством слов C длинами 9, 10, 
. 15. Произведение S;S, — это множество слов с длинами 11 и 
12. Разность (5;—3S;S&) — это множество слов с длинами 9 и 10. 

Множества можно легко определить интервалами. Например, 
множество действительных чисел с между 1 и 2 определяется ин- 
тервалом 1<с%2. Множество комплексных чисел в=и-]о MOX- 
но определить двумя интервалами а<и=<Ь и с<о<4. В евкли- 
довом К-мерном пространстве Rg множества можно определить k 
интервалами. Сложение, вычитание и умножение этих множеств 
дают’ другие множества. Пусть эти действия выполняются конеч- 
ное или счетное бесконечное число раз. Полученный класс мно- 
жеств называется классом борелевских множеств B В». В после- 
дующем анализе используются борелевские множества. 

Функция множества назначает число каждому элементу є 
множества $. Обозначение gezS показывает, что элемент принад- 
лежит множеству S, а SecS показывает, что 5 является подмно- 
жеством S. Определим функцию множества р(5) =р(сє5) c до- 
полнительными характеристиками p(S)>0 и р($) =1. Величина 
p(S) называется вероятностью того, что с принадлежит множест- 
ву 5. Величина p(S)-1 означает достоверность, так как каждый 
результат измерения с должен принадлежать множеству $ всех 
измерений. Пусть с=с является результатом измерения длины слов 
и пусть $; означает множество слов с длинами 9, 10, 11 и 12. Be- 
личина р(5;) ==р(сє5;) =р(9<с=<12) является вероятностью TO- 
го, что c принимает одно из значений 9, 10, 11 или 12. Говорят, 
что p(S) определяет распределение случайной переменной c. 


Рассмотрим подмножество 5 множества $, не имеющее значе- 
ния с, меньшего, чем k, или большего, чем x: 


р(5) =р(ё<&<х). | o ED 


Вероятность двумерной величины G= G (Q, N) определяется следую- 
щим образом: | 


(5) = (6 ссх Rene. (4.2) 


Примером является вероятность того, что слово с 10, 11 или 12 
буквами встретится в предложении c 100, 101, ... 125 буквами: 


р(5) =р(10=<с%19, 100<\=—<195). 


Если нижний предел k в (4.1) равен —оо, то можно определить 
функцию распределения 


W (x) = p(— oo << х). | (4.3) 


Первая аксиома гласит: любой случайной величине с B евкли- 
довом К-мерном пространстве В, соответствует функция множе- 
ства p(S), однозначно определенная для всех борелевских MHO- 
жеств.5 в Ry, такая, uro p(S) представляет вероятность результа- 
та или события с, принадлежащего S. 
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Свойства p(S) определяются второй аксиомой: функция p(S) 
является неотрицательной и вполне аддитивной функцией в Rp, 
такой, uro р(В») =1. 

Эти аксиомы можно выразить Ре формулами. 


р (5) > 
ОЕ о ‚.. при $,5,—0; (4.4) 
O«W(xs1; (о) = 0; W(- оо) + 1. 


Равенство $;54 =0 означает, что подмножества 5; и Sp не имеют 
общего элемента; другими словами, результат измерения не дол- 
жен принадлежать одновременно Sj и Sp 

Рассмотрим несколько серий измерений. Первая дает резуль- 
таты с, вторая — «4 и T. д. Утверждаем, что любая комбинация 
из случайных величин с, N будет также являться случайной вели- 
чиной. Эта третья аксиома может быть сформулирована следую- 


щим образом: если Qi, ..., Gr — случайные величины, то любая KOM- 
бинированная величина · (е, ..., Gr) также является случайной вели- 
ЧИНОЙ. 


Например, рассмотрим серию измерений длин с слов в тексте 
и серию измерений длин N предложений. Комбинированная величина 
образуется объединением пар: длина первого слова и длина пер- 
вого предложения, длина второго слова и длина второго предло- 
жения и т. д. Другим примером является пример, приведенный 
ранее, после ф-лы (4.2), где длина каждого слова предложения 
объединяется с длиной предложения. Согласно третьей аксиоме 
не существует различия между комбинацией двух одномерных 
случайных величин и одной двумерной случайной величиной. 
Рассмотрим объединенное или совместное распределение (e, m) 
двух величин си 1. Распределение с, независимое от 1], называется 
предельным распределением совместного распределения (g, n) 
относительно e. Оно идентично распределению с. Аналогично пре- 
дельное распределение относительно 1] идентично. распределению 1]. 
Две величины с и ў имеют две вероятностные функции: 
p(S)—p(ceS) и p(Q)-—p(weQ). Вероятностная функция 
p(ceS, це) представляет вероятность того, что измерение дает 
результат с ‘множества S и результат N множества Q. Можно о 
делить две новые функции: 


p(q€Qie cS) = 28, ned. т ER 


| p ($ eS) 
p(ceSmeQ) = 2483: 389, (4.5) 
phei &l — 


Lai Id 


p(ç ES) > 0; pn Q0. . 


Функция p(qexQ/eeS) называется условной вероятностью слу- 
чайной величины N, принадлежащей множеству Q, при условии, 
что с принадлежит S. Распределение р(чеО/се=5) называется 
условным распределением N при условии, что се ФЗ. 
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Например, пусть с представляет длины слов; T| — длины пред- 
ложений, содержащих эти слова. Рассмотрим пары c, m. Среди 
всех возможных слов выберем слова с длиной cl. Это мно- 
жество содержит все пары с>1 т. Рассмотрим теперь пары, для 
которых длина предложений лежит между L, и Ls, Ш=<ў&</5. 
Частота появлений предложений с такой длиной в тексте зависит 
от l, так как самое длинное слово может появиться только в до- 
статочно длинном предложении. Условная вероятность того, что 
случайная величина N примет значение между L, и Ls при усло- 
вии, что с больше /, обычно отличается от безусловной вероятно- 
сти того, что N примет значение между Ги и La. 

Пусть, с другой стороны, пара с, N означает длину А-го слова 
и k-TO предложения в тексте. Условная вероятность того, что дли- 
на Á-nO предложения заключена в интервале /.< =.» при усло- 
вии, что с>>[ обычно равна безусловной вероятности TOTO, что 
эта длина заключена в интервале [,<\=<.2, так как длина А-го 
слова обычно не связана C длиной А-го предложения. 

Этот пример приводит к важному частному случаю системы 
случайных величин: системе статистически независимых величин. 
Пусть для множеств S и Q справедливо следующее выражение: 


p(c€5, »€Q) — p(c€S)p(ncQ). (4.6) 

Из (4.5) и (4.6) получаем: 
p(q€Q/ce5) =р(1Е 0); p(c€S) > 0; 
р (565/160) — p(ceSy p(qeQ) 0. 


Условное распределение с B этом случае не зависит OT з и наобо- 
рот. Величины © и N называются статистически независимыми Me- 
ременными, а вероятности р(сє5) и p(mqeQ) называются стати- 
стически независимыми. 

Предположим, что (4.7) более справедливо, чем (4.6). Под- 
становка (4.7) в (4.5) дает (4.6). Следовательно, ур-ния (4.7) или, 
более точно, каждое из уравнений являются необходимым и MO- 
статочным условием для статистической независимости. 

Введем функцию распределения W вместо вероятностной функ- 
ции р согласно (4.3): 


(4.7) 


У, (х) =р(6 < х); ем (4.8) 
W(x;yp(b«x <). 
Уравнение (4.6) примет вид 
ИУ, (0), (4.9) : 


Это уравнение является ‘необходимым и достаточным условием 
статистической независимости переменных с и N, если множества 
S и Q определяются интервалами согласно (4.1). Однако можно 
показать, что это ограничение излишне жесткое и что $ и О wo- 
гут быть борелевскими множествами. 
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Пусть снова измеряется длина слов числом с букв. Рассмотрим 
вместо с функцию =n (с) =с?. Она называется функцией случай- 
ной переменной с. Пусть основная функция (<) будет В-изме- 
римой 2, действительной, ограниченной во времени и однозначно 
определенной для всех действительных ©. Функция (с) является 
тогда случайной величиной с функцией распределения, опреде- 
ляемой случайной переменной с. 

Обозначим через Q множество, содержащее n, а через 5 — MHO- 
жество, содержащее с. Случайная величина N будет принадлежать 
Q тогда и только тогда, когда с принадлежит S. Пусть pi(S) озна- 
чает вероятность того, что с принадлежит S, a p(Q) — вероят- 
ность того, что | принадлежит Q. Тогда имеем 


р: (5) = р» (0). - (4.10) 
Использование функции распределения согласно (4.3) дает 
W (y) = pa (n < y) = р, (5,), (4.11) 


где Sy — множество всех с, для которых N (с) <y. 


4.1.2. Плотность вероятности, функция случайной величины, 
математическое ожидание · 


В (4.3) функция распределения W(x) была определена как 
W(x)-—p(gzx). Предположим, что для всех точек х существует 
производная W'(x). Производная называется плотностью распре- 
деления или плотностью вероятности: | 


И . (4.12) 


c называется в этом случае непрерывной случайной величиной. 

Пусть случайная величина с, имеющая функцию распределе- 
ния W(x), преобразуется в новую случайную величину = 0с +6. 
Тогда функция распределения W»(y) случайной величины ү полу- 
чается следующим образом. Условие Ny соответствует 
с=<(/—6)/а при а>0 и eze(y—b)/a при а<0. Функция распре- 
деления Й>(у) получается из (4.11): 


mz а> 0; 

a 

и, = E (4.13). 
ES ) a «0. 


a 


Эта формула справедлива для а<0 в том случае, когда Wi(x) 
есть непрерывная функция переменной x= (y—b)/a. В точках pas- 
рыва Wi(x) будет определена как функция непрерывная справа. 


!) Функция g(x), определенная для всех элементов у множества 5, являет- 
ся измеримой по Борелю или В-измеримой в $, если подмножество $ всех эле- 
ментов х, для которых справедливо g(x)zK, является борелевским множеством 
всех действительных К. Следовательно, значения переменной т должны быть 
элементами борелевского множества. 
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Если Wi(x) дифференцируема для всех значений x, TO плот- 
ность вероятности (и) получается из (4.3): 


ey (y) -W;() = | | (=) (4.14) 
w (x) =W (x). | 


Рассмотрим теперь функцию = <, i—1, 2, ... Величина п не 
принимает отрицательных значений и Ws(y) равна нулю при 
у<0. Для у>0 неравенство xy дает: —y < с=< +y. Функ- 
ция распределения (у) для n запишется: 


0 y < 0; 
W,(y) = |^ : 4.15 
E i uM 
Wi(x) должна быть непрерывной функцией переменной X--——]!?. 


Если W(x) дифференцируема для всех значений x, то плотность 
вероятности (у) находится как 


| 9, у < 0; 
Eun 50) c Е 5 о 
| =i 2i [w ( y 2^) lw. (pes и "ES 0. 


Неравенство с̧у для = сї, і=1, 2, ... дает cx yie, Таким 
образом, справедливо 


Wau) = W,(y 77), —ю < y< o; 


1 EEMO) 1/(21—1) 
w (0) = И и) 
2i — 1 
Пусть W(x) будет функцией распределения случайной вели- 
чины си £í(c) — определенная функция. Будет существовать CJE- 
дующий интеграл Лебега: 


(4.17) 


Eig O= (goa (o. (4.18) 


Величина FE[g(c)]— математическое ожидание случайной вели- 
чины g(c). Уравнение (4.18) становится интегралом Римана, если 
W(x)— дифференцируема для всех x; W'(x)-—w(x) и если g(x) 
имеет конечное число разрывов: | 

oo 


Ев (= (еб) ода» (4.19) 


e 


тте е) 

На рис. 4.1 в качестве примера дискретных распределений 
представлено распределение Бернулли. Вероятность того что с 
равна х=0, 1, ... L, определяется уравнением | 

p= x lxi 1 T 
pE-9-sd0—97(.) 0<0<1. (4.20) 
X т 
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Для любого множества S, не содержащего ни одной из точек 
х=0, |, .., L справедливо: p(ge5)-—0. Функция распределения 
W(x) получается из (4.3): | 


роу rao (t) (4.21) 


1 
—о z 


E 

Рис. 411. Плотность Be- 

posTHOCTH и функция ^ 

распределения величины, AE 

распределенной по зако- X i 8А 
7 ° = 3 == 

Hy pepeye A 1/2; 1 7074581 


Математическое ожидание представляется суммой: 
: l 
3 E EN 
Eig) - УЕ 0— 97 N (4.92) 
х= . 


g(x) должна быть определена только в точках х=0, l, ..., [. 
На рис. 4.2 представлен пример непрерывного распределения, 
определяемого модифицированной функцией Ганкеля Ко(х): 


И) =р <) = 2 (Kudy. (4.23) 


Рис. 4.2. Плотность ве- 
роятности и функция 
распределения произве- 
дения двух гауссовых -5 -2 -] 0 fu adi ce 

величин т —- т 3 


Позже будет показано, что это распределение получается для про- 
изведения двух переменных с гауссовым распределением. Вели- 
чина W(x) является дифференцируемой. Плотность вероятности 
определяется выражением 


w(x) = —K (x). (4.24) 


При x=0 Ko(x) стремится K +00, так как касательная W(x) в этой 
точке перпендикулярна к оси X. | 

Для непрерывных распределений вероятность того, что с имеет 
определенное значение, равна 0: p(g-—x) =0. Математическое ожи- 
nanne E[g(c)] получается из (4.19): 


E [g (01 = = | g(x) K, (x) dx. (4.25) 
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4.1.3. Моменты и характеристическая функция 


Пусть & (<) в (4.18) будет степенью с, g(c)—c^. Математиче- 
ское ожидание E (c^) называется моментом порядка 2: 


с 


E(t^) = | x* d W (x). (4.96) 
Для распределения Бернулли (4.22) получаем 
l 
k REEN tx [>l 
m= l m о 
AO (4.27) 


Моменты для непрерывных распределений следуют из (4.19): 
E(t!) = | x w (x) dx. (4.28) 


Момент первого порядка также называется средним значе- 
нием M: 
EN meme (4.29) 


иса танаи 
Е о) (о с)“ aW (x) (4.30) 


называются моментами относительно точки c. Моменты относи- 
тельно точки с=т называются центральными и для них исполь- 
зуют обозначение ци: 


ur = Е (6 — m} = [(x— тат). (4.31) 
Разложив (х—т)*, получим из (4.26): 
Ш = l; 
uncut (4.39) 
Ња = E(&) — m; 


из = E (53) — 3m E (52) + 2m. 
Момент второго порядка относительно точки с 
Е — Е16— т т с] = f(x тат + 
+ 2 (т — с) | (к — т) а + (т—с)? faw = ps + 0 + (m— с)? > Ww 
Y эй (4.33) 
принимает минимальное значение при C-/7n. 
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Для дискретных распределений записываются уравнения, CO- 
держащие интегралы Лебега. Пусть р; означают вероятность того, 
что с принимает значение х. Вместо (4.20), (4.21), (4.22) и (4.27) 
получаются следующие основные уравнения: 


p (E = x) = ps 
и Y»; Eu()- Yee; E= У р, 072 
y=— œ Х—=— Qu X =— 00 


Уравнения (4.29) и (4.51) дают: 
ПЕ У; XD = У: (x —- my p,. (4.35) 


X——-00 X=— o0 


Моментами часто удобно описывать распределение. Особенно 
это относится к случаю, когда распределение получается путем 
измерения, а не задается простой аналитической функцией. Мо- 
мент первого порядка т характеризует положение распределения, 
так как момент второго порядка имеет минимальное значение от- 
носительно точки M согласно (4.33). Момент второго порядка uo 
характеризует концентрацию случайной переменной около сред- 
него т. Момент второго порядка называется также дисперсией 
или среднеквадратическим отклонением и обозначается 


Па 2 (4.36) 


о называется стандартным отклонением. 

Если распределение симметрично относительно среднего т, то 
все моменты нечетного порядка равны нулю. Следовательно, из 
характеризует отклонение от симметрии. Коэффициент 


Yı = ua/o* (4.37) 


называется коэффициентом асимметрии. 

Математическое ожидание функции exp (/ус̧) называется харак- 
теристической функцией случайной величины с; у — действитель- 
ное число: 


ф (v) = E [exp (j v0)] = [exp (j vx) d W (x). (4.38) 
=R | 


Пусть W(x) будет дифференцируемой функцией. Тогда Ф(у) 
есть преобразование Фурье w(x): 
со 


Фф (у) = [exp (j v x) v (x) dx. (4.39) 


— 00 


Между функцией распределения W(x) и ee характеристической 
функцией (v) имеется взаимооднозначное соответствие. Две иден- 
тичные функции распределения дают две идентичные характери- 
стические функции и наоборот. Вычисления с характеристически- 
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ми функциями могут быть сделаны быстрее, чем с функциями pac- 
пределения; иногда они проще. Здесь полная аналогия с исполь- 
зованием преобразования Фурье в теории связи. 


4.2. 
СИСТЕМЫ ВЕЛИЧИН 
4.2.1. Сложение независимых величин 
Рассмотрим две случайные величины си ў, имеющие диффе- 
ренцируемые функции распределения Wi(x) и Wsa(y). Математи- 


ческие ожидания функций gi(c) и ga(m) определяются с помощью 
следующих интегралов: 


Eigi = |8 (х) w (х) ах; (4.40) 
Е [ga (п)] = | 65 (Y) wa (Y) dy. (4.41) 


Пусть с и N будут статистически независимыми величинами. 
Из (4.9) следует 


AW xY) (хуи (x) w (0). (4.42) 
dx dy | 
Функция 
Re g(5, n) = 81 (5) + & (n) (4.43) 


дает математическое ожидание 


E[g(5 n] = f (g(x, ую (к, y)dxdy = 


= [| fla G) о) оа (U) dxdy = 


- (в. (x) w (x) dx ID (y) dy + (а, (Y) wa (y) dy (s (x) dx ЕЕ 


= E [81 (6)1 + E [82 (0)]. _ (4.44) 


Математическое ожидание суммы случайных величин gi(c) и 
&2(1) равно сумме математических ожиданий gi(c) и ga(m). Этот 
результат также справедлив, если допущение статистической неза- 
висимости, сделанное здесь, не удовлетворяется. 

Функция 


h (5, n) = g1 (6) g2 (n) (4.45) 
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дает математическое ожидание 


со oo 


E[(5 n= fg frix, yw (х, 0) ахау = 
| face w Gym (y) dx dy = 


= (g(x) w, (х) dx le (0) w (077 = Еле: (ОТ E Iga v]. (4.46) 


Математическое ожидание произведения случайных величин 8; (с) 
и £»(q) равно произведению математических ожиданий gile) 
и &2(1). 

Результаты, относящиеся к суммам H произведениям случайных 
величин, полученные здесь для двух непрерывных величин, также 
применимы к более чем двум величинам и к дискретным распре- 
делениям. Математические ожидания для дискретных распреде- 
лений должны вычисляться согласно (4.34). 

Пусть Ф: (у), qo(v) и (v) означают характеристические функ- 
ции переменных c, n и +1. Подстановка gi(c)-exp(jvc) и 
gz(n) = p А (4.46) дает 


= E {exp [j v (È + 1)]} = E [exp T утуехр (jv = =- 
= E [exp (j v 1)] Æ [exp (j v 5)) = фл (v) Ф (У). (4.47) 


Характеристическая функция суммы статистически независимых 

случайных величин равна произведению характеристических функ- 
ций величин. 

_ Из анализа Фурье известно, что обратное преобразование 
(4.39) равно следующему интегралу: 


w (х) = = z exp(— j vx) e (v) d v. (4.48) 


Обозначим функции распределения величин GHN, с и T через 
И (2), №, (х) и №›(у), а плотности вероятности — через ®(2), w(x) 
и G»(y). Для простых функций интегралы в (4.38), (4.39) и (4.48) 
могут быть вычислены. В результате получается плотность вероят- 
ности 0(2). Это преобразование характеристической функции 
(4.47) в функцию распределения можно сделать в общем виде. 
В результате получаем 


W (z) = ju (z — y) dW, (y) = jw. Bonum (x). (4.49) 


Для дифференцируемых функций из (4.49) получаем сели 
щие интегралы Римана: 
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со оо 


(= (|10, (2—0) 0,00) у = (1, (2— x) w, (х) х; 
ut E: | (4.50) 
w (2) = | шл (2 — y) w (y) dy = |w (2 — x) w (x) dx. 


—00 


—M——Ó————MÀ— 


Обозначим ‘математические ожидания, дисперсии и моменты 
третьего порядка функций распределения (=), \№,(х) и W»(y) 
через "n, m, M2, 0°, оё, 0%, ua, us? и із. Для gi(c) =си go(n) =n 
yp-mue (4.44) дает 


т = т ms. (4.51) 
Уравнения (4.32), (4.36) и (4.47) дают 
010 = Е (0) — mid Е (1?) — mj = Е (52) — Е* (6) + Е (1?) — Е? (п) = 
= Е [(5 + n] — 2Е (6 1) — Е (6) — E (n) = Е [6 + 9] — E*(£ 4-9) = o? 
Аналогичным образом получается следующая зависимость: 
Из = ЩІ + nf. (4.53) 


Рассмотрим в качестве примера две величины с и N, имеющие 
гауссово распределение: 


w (а) = у P (— п); | 
w (y) = ms 600 [— (y — m*j202]: E. 
pepe] | cs 
нәре). | 
где егі(и js табулированная функция ошибок: 
Wc j peto ers (4.55) 


erf (— и) = — erf (u), erf(oo) = 1. 


Характеристическая функция $1(х) функции w(x) получается 


из (4.39): 


Jen ео. 


— 00 


| 
Фі (у) = V 2x 9, 


Подстановка y= (јох т) / V 2o, дает 


Ф: (у) = AG exp Ü ELO ла T 01 У) јехр [— (x/V 2o, — ү) ]ах. 
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Используя (4.55) и подстановку (x/ V 20:1—)?—2, находим 


| l А 1 1 ( — 2? . 1 ! 
(у) = exp (jv m — -y 0v?) 7 IB da = exp (j wm, — 0%). 


— 00 


(4.56) 


Характеристическая функция ф(у) величины ($ +) получается 
из (4.47): 


Фф (У) = Ф, (У) pa (v) = exp | у (ma + ms) — x 015105) у, > dco) 


Сравнение (4.57) и (4.56) показывает, что сумма + должна 
иметь гауссово распределение, так как имеется взаимооднознач- 
ная зависимость между функцией распределения и характеристи- 
ческой функцией. Плотность вероятности W(x) и функция распре- 
деления W(x) равны w(x) и Wi(x) из (4.54), если ти. заменить 
на бп= т. Кто, а o^,— Ha о?2=02 +02. Суммируя [ независимых 
гауссовых величин, снова получаем величину с гауссовым распре- 
делением, имеющим среднее A 


m= У т 


и дисперсию 


0? = У, g?. _ (4.58) 
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В дальнейшем будет показано, что распределение суммы [ не- 
зависимых величин для больших значений / стремится к гауссово- 
му распределению, даже если сами величины не являются гауссо- 
выми. Это центральная предельная теорема ‘математической ста- 
тистики. Она справедлива при более общих допущениях. Среднее 
и дисперсия распределения равны суммам средних и дисперсий 
величин согласно (4.51) и (4.52). 

4.2.2. Совместные распределения независимых величин 

В качестве более сложного примера распределения суммы двух 
случайных величин рассмотрим следующую задачу, которая встре- 
тится B гл. 6. Величина с имеет гауссово распределение со средним 
m=] и дисперсией o?, а вторая величина N также имеет гауссово 
распределение со средним m=0 и дисперсией o?. Нужно опреде- 
лить функцию распределения с—|1|. Плотности вероятности 
w(x) и w»(y) величин си |n| имеют вид: 


Ux y. 8m [— (x — 1/207], —oox« оо; } 


1 ^ 
w (y) = TIS exp(— y?/20), 0 < y< оо; (4.59) 


Wa (y) == 0, у<0. 
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Пусть разность х—у равна г. Тогда для всех значений у спра- 
ведлива следующая зависимость: 

| X —Z- y. (4.60) 
Плотность вероятности 0(2) и функция распределения Й (2) Be- 
личины c— |1 | определяются следующими уравнениями: 


S \ 
w (2) = : | exp [— #5 у—1)*/20*] exp (— y?/2 о?) у= 
ло 
а l EN ее T zyl " 
ТЕ exp [— (z — 1)?/4o?] L edi F ) ; | 
— 00 < Z «. oo 
2 7935. | | (4.61) 
W (2) — iia (z^)dz- = ys ) [1 — erf (u)] e ^ ац == | 
= 5-01 + erf (2)] + 2-11 — erf? (2); 
z'—1 | 
== 
20 ) 


Вычислим далее плотность вероятности с— ||, если выпол- 
няется условие с̧2>0. Функция —0:(х) определяется следующим 


образом: 

и (0) = секр G— 1207], х > 0; 
Gm(x)—0, — x «0; | (4.62) 
| с = Jeri [c 11/253] ах = — [1 4- erf ( 1/3 c)]. | 


Для неотрицательных значений с— || величина с не может 
быть меньше нуля, следовательно, для 22>0 справедливо выраже- 
ние (4.61), однако последнее надо. умножить ma 1/C. | 
. (C учетом (4.60) и того, что х>0, наименьшее допустимое зна- 
‚чение у Juri 2<0 равно —2, a не нулю: ур —2= |2| для 2%0. 
°— Вместо. (4.61) получаем 


со 


1 
= nC g? 


f exp [— (z + y — 1}/20°] exp (— //20°) dy = 
—2 | z 
l туруда ic A | 

= ————— exp [—(2 — 1)*/40?] | 1 — erf um z < 0. (4.63 

aUos PEA | L "| 3 2g / SUA 
Различие ‘между (4.61) m (4.63) заключается только в знаке apry- 
мента функции ошибок 2. Это чрезвычайно затрудняет вычисление 
функции распределения (2). Вследствие этого будем вычислять 
только вероятность того, что разность с— |n], с>0 меньше нуля. 
Для этого нужно произвести интегрирование 0(2) or —oo до 0. 
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Так как (4.61) справедливо только для 2—0, достаточно проинте- 
грировать (4.63): 


+ 
5 


E 


_ 14- 2eri (1/V 20 ) — 2 erf (1/20) — erf? (1/20) 
2 [1 2- erf (1/V 2 o )] 
Интегрирование (4.64) — очень трудоемкий процесс. Оно может 


(4.64) 


быть выполнено методом параметрического интегрирования. Сна- 


чала заменяют W (0) = 17 (0, $); $=1/20, тогда и= — (2—1) 5. Затем 
выполняется дифференцирование dW(0,s)/ds, подстановка W= 
— V 2(u—s) и интегрирование по s. 

Рассмотрим распределение произведения ст двух статистичес- 
ки независимых непрерывных величин, имеющих плотность вероят- 
ности &!(х) и Q»(y). Плотность совместного распределения полу- 
чается ‘из (4.42): w(x, y) —wi1(x)w5(y). Вероятность того, что точка. 
с координатами с и N лежит на элементе dxdy, равна 


ш (х, у) ахау = w (х) иљ (у)ахау. — (4.65) 
Произведение с будет иметь определенное значение г, если произ- 


ведение ху равно 2: 
Xu. =. (4.66) 


Определенное значение 2 может быть получено двумя способами 
из соотношения 
ху = (—x)(— 9) = 2. . (4.67) 


Преобразование дифференциала dy становится двузначным. Для 
того чтобы оно стало однозначным, можно рассмотреть два случая: 
х—>0 и х<0. При фиксированном значении Z величина X может 
принимать любое значение между 0 и oo или. —oo и 0 при усло- 
вии, что у принимает значение 


y—-—, x20; y—-—-—, x«0. (4.68) 
X X 
Дифференциал dy преобразуется в | 
dy = 2, xdhe Пр 0 (4.69) 
X 


Вероятность TOTO, что сч лежит между Z и 2-42 при условии, что 
e 
с находится между X и х- ах, a ү — между y= — и 0ай = 
| X 
z--dy 
X 


— 
=—— 


‚определяется следующими произведениями: 


w, (x) dx w EN LERN; 
X X 


(4.70) 


LA 


wW (X) dx ш, [e dz x 0. 
X 


, 
—X 
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Кажется ‘разумным ‘интегрировать первое произведение от 0 
до +оо, а второе от —оо до 0, так как х может принимать все · 
значения между —oo и +оо. Несмотря на это, интегралы при 
X — 0 могут не сходиться из-за сомножителя 1/х. Поэтому около точки 
х=0 вырезается определенный интервал шириной 28 и в каждом 
случае рассматривается предел 0(2) при e—-0: 


w (2) dz = — fa (х), on —dxdz zd P (x) w, = = dx dz. (4.71). 


Для четных функций ур-ние (4.71) заменяется на 


=: z 
w (z)dz = 2 | w, (x) w Ie dz. (4.79) 
а X X 
Пусть си ў имеют гауссово распределение co средними Mi= 
—m»-0 и дисперсиями 02, и 0%. Уравнение (4.72) дает 
| x 
Dic eee o 


2 3t 04 05 
€ 


exp (— х?/20?) ехр Б Ea / 2) — ах. (4.73) 


Делается подстановка 5 = 2/02: 


со м. 


Ва Е у ds | 
200) = татат | exp | = (28/802 02 + s)| —ds. (4.74) 
2/01 
Интеграл 
fexp E bx zin s)| “ds N HSG u= 2 К, (и), (4.75) 
0 


где и — действительное, табулирован. Функция Но®(]и) является 
функцией Ганкеля, а Ко(и) — модифицированной функцией Ган- 
келя. При =—0 ‘ур-ния (4.74) и (4.75) дают 

w (z) = № г у (4.76) 


Л O1 Оо 01 02 


Из (4.74) следует, что w(z) — четная функция: 
w (— 2) = ш (2). (4.77) 


Поэтому 0(2) определяется для всех действительных значений Z. 
Функцию распределения | 
2 
| и 
W (2) = | К du (4.78) 


д 01 O5 01 92 
— o 
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нельзя привести к табулированным функциям. Ha puc. 4.2 пока- 
заны (2) и % (2) при замене 


х= —? | (4.79) 


w| : )= mom (4); vi 


01 05 


E )- v). (4.80) 


Для задач, связанных C замираниями и узкополосным шумом, 
представляет ‘интерес распределение Релея. Плотность вероятно- 
сти и функция распределения величины с с релеевским распреде- 
лением определяются следующим образом: 


U, (х).= D exp (== х/б), x2 0; | 
ó1 
uh (xy 0. х< 0; 80 
ҮЙ, (х) = 1 — ехр(— х?/62), х > 0, 
Среднее значение равно 
со 1 Si 
EQ) = m = (xw (x) dx = V8, (4.82) 
0 | 
а момент второго порядка равен 
Е (2) = | x w, (x) dx = 8. _ (4.83) 
0 
Дисперсия o% следует из (4.29), (4.32) и (4.36): 
с? = Е (22) — Е? (8) = 6 (1 Li -. л). (4.84) 


Пусть величина т не зависит от с и имеет релеевское распре- 
деление с плотностью вероятности 0(0): Y, 


2 | 
wa (y) = A exp (— 12/62), у> 0, . (4.85) 


2 


Вычислим плотность вероятности &(2) произведения cm. Лучше 
использовать ур-ние (4.71), чем (4.72), так как функция плотно- 
сти релеевского распределения не симметрична относительно х=0. 
Используя (4.81) и (4.85), получим 


a со 


2 1 
о (2) = | x exp (— X^/07) Puoi (= 21095) E dx. (4.86) 
€ 


61 6; 


Это уравнение аналогично ур-нию (4.73), если подставить 20° = 07 
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42 
и 202, = 6^, в (4.73) и умножить Ha ——————— . Плотность вероятности 


61 65 T 0, O2 
произведения cv следует из (4.86) с учетом (4.76): 


ш (2) = z к, x ) 22 0. (4.87) 


Функцию распределения 
| 2 
4 
W (2) = (uK e je 4.88 
(2) 67 62 7 ? 6; 0 ) 


можно привести к табулированным функциям. Подстановка 

x—2u[6169 дает | 
22/810. | 22/8; | 

(2) = | «Ko sus dx — —— м | (x) НО) (јх) а (јх). (4.89) 


0 


Интеграл Е 
| uUo DAINU dy = (y HP (y)dy = yH (y) (4.90) 
известен. Функции lo(y) и Noly) есть функции Бесселя первого 
_ и второго рода (функции Неймана). Уравнение (4.89) запишется 


в виде 
22/6162 


zi E- (1) c wHi te | : 
W(z) => ax HP (jx) | dcs Hi CE =a Hi? (fe) | 
; & : 
(4.91) 
Пусть ғ-э-0. Используя уравнение | 
HU (je) = —2/me; 0<2 < I, (4.92) 
получаем | | 
lim e H{P (je) = — 9/м (4.93) 
£—0 
H 
PE tene xu | 4.94) 
W (2) Es | а |. (4.94) 


При действительных положительных значениях 2 выражение в 
скобках является неотрицательным. 
Исследуем, равно ли (4.94) нулю при 2=0 и 1 при zoo 
С учетом (4.92) при 2=0 Xr ee 
20.2 ВО 22 л2 12% ($10 
2—0 1 65 SD 
При больших значениях x ze en асимптотическое прибли- 


жение: — HÍP (јх) id дхе * 
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Второй член в (4.94) при больших значениях Z равен нулю, шоэто- 
му получаем № (оо) =1. На рис. 4.3 показаны функции (4.87) и 
(4.94) ДЛЯ Ar = O= 1. 


2) 


0 
LÁ 


(8,/À,)w (26, / 


Е Е AME ET 
20,/0; a о eit. 26/0 — 


Рис. 4.3. Плотность вероятности и функция распределения про- 
изведения двух величин, распределенных по закону Релея 


_ Функция распределения суммы двух независимых величин 6+1 
с релеевским распределением следует из (4.60): 
2 
2 ~ 2/82 i 2S2) dy 
Weiz) = | ] — exp = (z — х)2/02]\ x exp (— x^/65) dx. (4.95) 
9 à 


0 
Нижний предел интеграла равен 0, так как плотность вероятно- 
сти ®(х) =хехр (—х2/5%) должна быть заменена Ha W(x) =O при 
х<0. Верхний предел равен 2, так как функция распределения 
W(z—x)-1—exp[—(2—x)?/04] должна быть заменена на 
1 (2—х) =0 при 2—x«0. Подстановка 


52 52 1/2 - 
Е MEE C — (4.96) 
0, ô, ài ( 6? i PE 
с учетом интеграла 
IL е dy = — Le 


после громоздких преобразований дает: 


У (2) = 1 —ех COME 05 Er EL 
= р 9 ехр ехр 
ó2 pa k? 62 
eh cs iso Е ô 
— ехр | — xvm p: тес ет A )+ СУН z > 0; (4.97) 
1 


W()—0 для 20; =. 
При 6, == 1 получается простая формула: 


Уфе Ув "еп (2). | (498) 


Рассмотрим распределение отношения T|/G двух независимых 
непрерывных величин с и N, имеющих плотности вероятности 
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w(x) и w»(y). Снова используется плотность вероятности (4.68), 
умноженная на dx и dy. Должно быть справедливо отношение 
y[x—2, если 1/с принимает определенное значение 2. Это значение 
можно получить двумя путями так же, как в случае произведения 
nc: y/x=—y|—x =z. 

Чтобы устранить неоднозначность, возникающую при диффе- 
ренцировании, рассмотрим отдельно случаи х>0 и х<0. Для 
определенного значения Z величина X может принимать все 3Haue- 
ния между 0 и +оо или —оо и 0 при условии, что у имеет сле- 
дующее значение: 


У = 2х, х 0: Ц = — 2Х,. xx (4.99) 
Дифференциал преобразуется B | 
ЧИ Ха 0 0 хао, 0: (4.100) 


Вероятность того, что значение отношения 1/с заключено между Z 
и 2+42, при условии, что с находится между хи х-+ ах, а 1 — 
между y-—xz и у+ау=х(2- 42), определяется следующими произ- 
ведениями: 
w (ахо) ма. x 0; 
ш (х) ахи, (2х) (— х)а2, х<0.. 


Вероятность того, что 1/с расположено между Z и 2+2 при произ-. 


ВОЛЬНЫХ значениях х, получается путем интегрирования от X = — OO 
ДО X — oo; 
0 со 
w (z) dz = — f w(x) w, (zx) x dx dz + | (х) о (2х) х х да. (4.101) 
— o0 0 


Для симметричных функций вместо (4.101) можно записать 
со 


о (2) й2 = 2 | tJ, (X) w (zx) x dx dz. (4.102) 
0 


Как и в первом примере, пусть си 1 имеют гауссово распреде- 
ление c плотностями вероятности W(x) и G»(y)-—w»(x) из (4.54) 
и со средними значениями т: = fi5—0. Тогда получим 


со 


| 
w (2) = ——— (exp (— x*/201) exp (— 2° x*/202) x dx. 
д 04 023 à Ке : 
9 у 
n I I 9 | 22 
одстановка в это выражение и = — Xx" | — —- пає 
M URN 
со 
w (z) = 29. Е Е CENE рее) 
л о? -L 2207 Д л Оо (2 04/03)? -+ 1 


Распределение, определенное этой функцией плотности, назы- 
вается распределением Коши или распределением Стьюдента с од- 
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ной степенью свободы. Функцией распределения является функция 
2 


ам. ze = + arctg . — (4.104) 
Л O2 


e (x 01/02)? + 1 Os 


На рис. 4.4 показаны функции (4.103) и (4.104). 


Е 


PALUA 


NU CUIR E SET U 3227-1 ^4 233.4 
ZO aA 28/8." 


Рис. 4.4. Плотность вероятности и функция распределения 
отношения двух гауссовых величин 


Далее в качестве примера рассмотрим распределение частного 
N/S двух величин с релеевским распределением с и m. Уравнения. 
(4.81), (4.85) и (4.101) дают | 


oo 


(г) = т E exp (— х*/61) zx exp (— 2? x*[62) хах. 


159 0 
2 т 
Подставляя сюда И = х I г — и получаем 
бо 
2288 То eS 2002/6; : 
(2) = 7 lius di ——. (4.105): 
( 65 -- 22 01) ; Sn [(281/82)? + ipe 


Функция распределения W(z) получается из (4.105) c помощью 
интеграла 


^ 
ZO e — 


(x + 1)? 2 14-1 er 
20,/0; (4.106 
Р x 1 
OS | а ii e, rums (201/0)? + 1 i 


На рис. 4.5 показаны функции w(z) m W( 2), соответствующие: 
ур-ниям (4.105) и (4.106). 

Рассчитаем совместное распределение величины с с релеевским 
распределением и величины т с гауссовым распределением. Плот- 
ности вероятности запишутся в виде: 

о, (х) = 98° xexp(— x30) x20 

Wy (x) A: 0, х < 0 

w (Y) = (2x) "^ e ^ ехр(—1//208), —оо < у oo (для n). 
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| (для $); (4.107) 


Для вычисления распределения частного (релеевская величи- 
на/гауссова величина) будем полагать, что плотность вероятности 
гауссовой величины равна 0 при y-—0. Плютность вероятности 


a 
S 
x5 
eS 
tc 
Ü 7 2 J ; 
t 2/0,0, cw 2/6,0; 


Рис. 4.5. Плотность вероятности и функция распределения . 
отношения двух величин, Васределенных по закону Релея 


частного c/r; вычисленная для этого усеченного распределения, 
справедлива для всех положительных значений х/у=г. Плотность 
вероятности для отрицательных значений получается зеркальным 
отражением относительно оси ординат. Находим 


с 


ш (2) = 32 (exp (— 2/2 o?) 2 x exp (— 2? x?/6?) x dx. 
ло 82, 
d E | 
& 1 22 41/2 . 
Подстанювка у = х | 202 —- s дает 
/9 5. E | 
в (2) = -- D аа авв 2220. (4.108) 
Ó (20? 22/02 + 18/2 


ornas плотность вероятности определяется по формуле 


т Rue. и 


wW (2 2 
= ep (2 0? 22/82 -+ pe 


Значение W (0) должно равняться 1/2 из-за симметрии № (= ). Сле- 
довательно, Й (г) определяется как 


ри 20. У2хо/б d 


Oe E jc a (2 02 x1/62 + 19/2 


2 02 


(= zs gr. E. 


9 02 


С 


== Е -i T z > 0; 
(4.110) 


На puc. 4.6 показаны графики функций (4.109) и (4.110). 

Плотность вероятности и функция распределения частного (га- 
уссова величина/релеевская величина), показанные на рис. 4.7, 
получаются аналогичным образом: 
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со 


w (2) = а exp (— x?/6?) exp (—z*x?/2o0?) x dx = 
0 
2 22 \—3/2 
us = ) (4.111) 
Е (4.112) 
(8° 22/202 -- 1)? / 


ЗЕ а og up porem: cua 
268 — ~> ' zl ~ 


Рис. 4.6. Плотность вероятности и функция распределе- 
ния отношения. релеевской величины к гауссовой 


EDI DE АРЕНЕ ОЕ 
20/420 —* 26/6 — 


Рис. 4.7. Плотность вероятности и функция распределе- 
ния соотношения гауссовой и релеевской величин 


При вычислении плотности вероятности произведения гауссо- 
вой величины и релеевской допустим, что ‘плотность вероятности 
гауссовой величины равна 0 при у<0. Вычислив плотность вероят- 
ности при этом предиоложении и отобразив ее относительно оси 
ординат, получим ‘плотность вероятности для положительных и 
отрицательных значений случайной величины: 


200 


Е L ( exp (— 22/242 0?) x exp (— eg dx, 
з 2 т. і 
£ > : à 


Подстановка сюда y = os х2, 94 = Eeto дает 
à 2 P : 


re nte al ZUR f 1-0 \ do 
v) - 4 V 555 | exp (— D )vz- 


Y2 e? a/(62 ) 
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Используя табулированный интеграл, получаем 
со і 
2 
fes(—— du —-—y2qne-^. 
| = 
0 


откуда 


zt 


22. 


V 266 
Плотность вероятности, действительная для положительных и от- 
рицательных значений 2, следует из требования симметрии отно- 
сительно 2= 0): 


w (2) = nox У? 14/60 : —00<2< оо. (4.1 13) 


Функция распределения определяется следующим образом: 


V (2) — e 72 5/00 quy = 


ye 


lc es уе. 2 >. 0; 
= : (4.114) 
Le Y2 2060. z< 0. 


Ha рис. 4.8 показаны графики функций (4.113) и (4.114). 


1 


W(z£/ad) a 
S ~ 


UE EE 0-7 2 7 4 ТРО SU ATL 
212/46 —- ze — 


Рис. 4.8. Плотность вероятности и функция распределения 
произведения гауссовой и релеевской величин 


Плотность вероятности суммы гауссовой величины и релеев- 
ской величины дана в качестве последнего примера: 


w (2) = eso [— (x —2)2/202] x exp (— х?/6?) dx = 


JU o 


"arse S) em] emet) 
(4.115) 


p-—0--2o05 Фф = 0 -— 20°. 
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4.3. 
СТАТИСТИЧЕСКАЯ ЗАВИСИМОСТЬ 


4.3.1. Ковариация и корреляция 


Ранее предполагалось, что случайные величины статистически 
независимы. Некоторые определения $ 4.1 нужно обобщить, YTO- 
бы можно было юпустить условие статистической независимости. 

Рассмотрим функцию распределения W(x, у) двух переменных 
си т. Математическое ожидание функции & (с, 1) определяется HH- 
тегралом: 


Е [8 (6, 11 | (s, aW, 9. (4.116) 
Пусть W(x, у) будет дифференцируемой для всех X и у, DE 


и пусть g(x, y) будет непрерывной, за исключением конечного THC- 
ла точек. Тогда ур-ние (4.116) можно заменить интегралом Ри- 
мана: 
© о 
Eig, = È (ебх, дос, y) dx dy. (4.117) 
— оо — 00 
Пусть g (с, п) будет произведением целых степеней сил: 
g (5,1) = F k. | (4.118) 
Величина E(g"n зазывается моментом порядка k--l. Моменты 
E(c?q) и Е (с^) идечтичны моментам одномерного предельного 
распределения n n c. Они определяются аналогично (4.29): 


Е (С) = т; EEn) = т. (4.119) 


Точка c координатами с=Ии, N=M2 называется средним двумер- 
ного распределения. Моменты относительно среднего называются 
центральными моментами и обозначаются через ци: 
eo со 
Rt k uc k 
ры = В (6 т) (п my = | (Go my (y — my d W (x, y). 
D MES 
(4.120) 


Разложение членов ( хт) h(y—ms)' по степеням x и y с. yae- 
том (4.116), (4.118) и (4.119) дает: 


Шоо = 1, Wor = Шо = 0; изо = E (10) — m? = or; (4.121) 
Шог = Е (2012) — m? = 02; Hu = Ё (5, n) — m m, = 97. 


Величины 02 и 0% являются дисперсиями предельных распре- 
делений переменных с и N. Момент pa, называется смешанным 
моментом или ковариацией си n: Из теоремы умножения (4.46) 
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и (4.121) следует, что он равен 0 для статистически независимых 
величин: а | 
|j; = Е (5) E (n) — m, m, = 0. (4.122) 
Математическое ожидание 
E {le (6 — т) + с (n — т)]?) = р, C + 2 a С + ugs c (4.123) 


является интегралом функции, которая неотрицательна, и поэтому 
оно должно быть тоже неотрицательным. Следовательно, правая 
часть (4.123) должна быть неотрицательной. Допустим, что, по 
крайней мере, момент изо или ios не равен 0. Правую часть (4.123) 
можно переписать в виде 


P | 1 
Moo C1 2 4104 Ca + Шог C2 = Е (Uso C1 + мал ©} + (и Mos — ш.) e- 
2 


; PE ! 
== d (и C2 + ш c1)? + (Изо Но? — un) ei. (07 (4.124) 


Моменты Lao и рог — неотрицательны по той же причине, что 
и (4.123). Члены в скобках (4.124) будут неотрицательны при лю- 
бых значениях C1 и Co, если выполняется следующее условие: 


Изо Be — Ш, > 0. ! (4.125) 


Коэффициент корреляции p ‘определяется следующим уравне- 
нием: 


= 


Uir 01 
p = = = . (4.126) 
V Uso Hoz 01 O2 | 
Из (4.125) следует соотношение 02% 1 или —1<р=— +1. | 
Из (4.122) и (4.126) следует, что для статистически независи- 
мых величин с и т коэффициент р=0. Обратное утверждение в об- 
щем случае несправедливо. Статистическая независимость не мо- 
жет быть выведена из условия р=0. Допустим, что между си n 
существует линейная зависимость: Ç= aon Bo a (n—17na) + B. Тогда 
получаем: | 


изо = В (5— т) = Е [02 (n — т)? + 2% (B — m) (n — mj) + (B — my] = 
= а pg + 2a (В — m) щи + (B — тро = o? Ш + (В — и); (4.127) 
Pu = В [6 — m) (п — mj] = E[a(n — m)? +В — m)(q— m] = 
| = @ Woz + (p—m)u = ар; 
kem 0? роз 


<1. 
Z? роз + (В — m)? 


„Величина p? равна 1 при В = та. Результат может быть обратимым. 


Сначала рассмотрим случай, когда и Џо, И u20 равны 0. Это озна- 
част, что предельные распределения величин с и т сосредоточены 
в точках Mı и тз. Следовательно, двумерное распределение скон- 
центрировано в точке х=/ и у=. Как следствие, ковариация 
Ши = 0^: должна быть равна 0. С другой стороны, зависимость 
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Шог = Иго= ри = 0 следует из. распределения, сконцентрированного в 
точке X— m, и y—rn». В этом случае определение (4.126) не может 
быть применено к р. Е 
Если один из моментов Ho» или po не равен 0, то, по крайней 
мере, должно быть справедливым одно из ур-ний (4.194). Пусть 
в (4.125) имеет место знак равенства. Согласно (4.124) правая 
часть (4.123) будет равна нулю, если удовлетворяется одно из 
УСЛОВИЙ: аг 


Hay + T Ca = 0; роо 5 0; Mos Ca F Мал С1 = 0; рр Æ Occ (4.128) 


Пусть правая часть (4.123) равна 0. Тогда должно выполняться 
условие | Бе саза 


c, (£— т) + о (n — т) = 0, 2 (4.199) 
так как математическое ожидание неотрицательной функции рав- 


но нулю только в случае, если функции равны нулю всюду. Из 
(4.128) и (4.129) получаем: : 


= (п 7) + т, Wo AO; 


C= yum (n— ms) F m,z р 0. ` (4.130) 
02 


Эти уравнения для 20750 и 2520 идентичны на основании зави- 
CHMOCTH: цоо = р?н. | 

Следовательно, ‘из o=] всегда следует линейная зависимость 
между сит. С другой стороны, согласно (4.127) из линейной за- 
BHCHMOCTH следует в общем только 0250, а не о?2= 1. 

Из всего этого можно заключить, что коэффициент корреляции 
‘является мерой линейной независимости двух величин. Считается, 
что две величины коррелированы при р==0 и некоррелированы при 
и. | 3 

В качестве примера рассмотрим плотность вероятности двумер- 
ного гауссова распределения: 6 


1 1 x? 20xy , y? 

Q (X, SI EE EON: ———— | — — —— IL M 
en) 210,0; Y 1 — p? P| р. 01 0з * 05 Jl 
| (4.131) 
При р=0 и 0102250 получаем i 


| x? 1 y? Я, 
w(x, y) = —=— exp [— — | ———— exp ^u cR - (4.132) 

y 2n. o, | =) V 210; ( ai] 
Статистическая независимость величин в этом случае следует из 
р=0, из-за (4.9) и соотношения 42! (х) (0) /Ахау= wi(x)ws(y). 
Этот результат справедлив для всех двумерных плотностей вероят- 
ности, которые представляются в виде произведения двух одно- 
мерных плотностей вероятности при р=0. Например, в (4.131) 
вместо 2оху могло стоять. f(X, у) и все выражение могло быть 

умножено на 1 од (х, y). | 
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4.3.2. Взаимо- и автокорреляционная функции 


До сих пор индексы величин с=с], с2,... И N=Ni me ... HC- 
пользовались только для обозначения отдельных результатов M3- 
мерений. Они не представляли собой упорядоченную последова- 
тельность. Например, необязательно, чтобы сг измерялось после 2i. 
Предположим теперь, что индексы указывают на последователь- 
ность измерений. Пусть измерение в момент времени А дает си, 11; 
измерение в момент времени № будет давать Co, N2 и т. д. Последо- 
вательность необязательно должна быть временной. Как пример, 
величины Ci, сә, ... могут представлять уровни воды вдоль течения 
реки или температуру в определенных участках. 

При вычислении среднего значения < с> множества R резуль- 
патав 61, ...,. Св, 


| R. 
SES 
<5> = 3x (4.133) 


нет разницы, указывает ли индекс і на последовательность или нет, 
так как члены суммы могут меняться местами. То же камое Cmpa- 
ведливо для среднеквадратического отклонения 


R 
е PEEL S А 
«o = = у cU». (4.134) 


Если ее две величины си HA TO можно написать выражение 


«(t — <>) <>) > = Ву: — <#>) я: — <1>). (4.135) 


i=l 
Для величины (4.135) важно, чтобы с; умножалось Ha Ni, а не 
На Tig, ИЛИ нь 
Уравнения (4.133) и (4.134) идентичны c (4.35) при А = oo, если 
этот предел существует. Пусть с; равно x в Г измерениях из обще- 
го числа R измерений. Тогда справедливо: 
px zm ГДК. 
г, R—o 
Пусть napa c— х, = у встречается q paa в К измерениях и пусть 
существует предел р», = lim 9/К. Тогда (4.135) можно записать 
| Е 


q 
B виде (4.35): 


с 


ры = У. (x m} (у — mj) ps. (4.136) 


X, U—— % 


Пусть временная последовательность с, C», ... заменяется Bpe- 
меннӧй функцией /(0;), в которой значения с; рассматриваются 
в моменты времени 0; j—0, 1,.... Для непрерывной последова- 
тельности вместо f (9;) записывается / (0). Пусть все значения этой 
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последовательности расположены в интервале (—1/2)0zc:0 zx 
< (1/2)0, где Ө может быть конечным или бесконечным. Выраже- 
ния (4.133) и (4.134) можно переписать следующим образом (все 
интегралы берутся от (—1/2) 9 до (4-1/2)8, для упрощения. записи 
формул пределы не указаны): | 


m, = < (8) = Ө (100) 49; 
di = <If (€) — <{(6)>Р> = 87 (0000) — mae = 


= 07! [P (0) 20 — тї. 1670) 
и далее последовательность т, 12, ... временной функцией 
g (0), получаем: 
m, =<6(0)2>= 0" (g(948; Е 


oj = <16(0) — < (0) = 97 (16(0) — 
— m,fd 0 = Ө! |=? (9) d 8 — m? 

92, = «[g (0) — <g (6)-1[f (6) — <f (8912 = 
= 07 (09) — т lig (6) — m] d8 = 
= Ө (If (0) g (0) 40 — m ть; 


(4.138) 


Ө! |1 (0) g (0) 40 — mm, 


[e7* (me a0— и [67 fe oao — 8} 


Интеграл в числителе называется взаимокорреляционной функ- 
цией Kyg(O0v ) при Ө; =0, если Ө стремится к бесконечности: 


: 9/2 
Кн(6,) = lime f 200) (9 + 6,) 46. (4.139) 
| E X 


Автокорреляционная функция K;;(0,) получается при [(0) = 
—g(9): 


Ki (9,) = Jim 97 f [ (0) (0 2- 0,) d0 (4.140) 


—9/: 


Если величина Ө конечна, то используется кратковременная 
взаимокорреляционная или автокорреляционная функция. 


9 


о. 


ПРИМЕНЕНИЕ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
В СТАТИСТИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ 


5.1. 


РАЗЛОЖЕНИЕ СТОХАСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ВРЯД 
5.1.1. Тепловой шум 


Рассмотрим совокупность временных функций о, (0), ^=1, 2, ..., 
необязательно ортогональных. Разложим каждую функцию в ряд, 
используя полную ортонормированную систему {f (j, 0)), заданную 
на ‘интервале (—1/2)9—<9= (1/2)Ө: 


8,00) = Ув, 010,0; ^. — (&D 
| Set = 27 ue ru D 
а, (}) = | g, (9) F (j, 9) 46. 
—9/2 | 


Для фиксированного значения ј = јо и переменной À коэффициенты 
а (j) имеют определенные значения. Совокупность l функций 
$,(0) дают / коэффициентов a,(j). Пусть 41 из них заключены 
в интервале О<А<АА; д2 — в интервале ЛА<А<?ЛА и т. д. 
Величины 91/1, 92/1, ... будут нанесены: в ‘интервалах от 0 до AA, 
от ЛА mo 2AA m т. д. Результатом является ступенчатая. функция. 
Допустим, что при малых значениях ЛА она может быть аппрок- 
симирована плотностью вероятности. Для разных значений | эта 
плотность вероятности различна. Если плотности вероятности оди- 
наковы для всех значений j, то а (j) называется равномерно pac- 
пределенной относительно j. Кроме того, пусть коэффициенты 
а, (j) и а, (k) являются статистически независимыми при jÆ k. 
Совокупность временных функций g, (0) называется выборкой бе- 
лого шума по отношению к ортогональной системе {f(j, 9)}. 
Коэффициент а јо) называется нормально ‘распределенным, 
если его плотность вероятности является производной ‘функции 
ошибок. Совокупность функций g,(0) называется белым нормаль- 
ным шумом или тепловым шумом %, если а, (j) равномерно pac- 


t) Использование этих терминов не является общепринятым в литературе. 
Тепловой шум часто называют шумом Джонсона [12] или шумом сопротивления. 


180 


пределены относительно j, статистически независимы и имеют qiu. 
мальное распределение при определенном j= jo. 

Для практического измерения коэффициентов а, (j) рассмотрим 
генератор функций f(j, 9). Индекс | не может изменяться от 0 
до оо, как в (5.1), а принимает толыко конечное число т значе- 
ний 0, ..., т—1. Время делится на неперекрывающиеся интервалы 
длительностью Ө. Функция g,(0) в первом временном интервале 
обозначается через g1(0); функция во временном интервале À-— 
через &, (0). Возможно только KO- 
нечное` число Í интервалов; À изме- 
няется от | до [. Пусть действуют 
одновременно / сигналов f(j, 0) 
пусть имеется M перемножителей, и 
интеграторов. В первом интервале 
можно измерить т коэффициентов 
а (j), |=0, .., т—1. Эти коэффи- 
циенты представляются выходными 
напряжениями интегратора в конце 
первого временного интервала дли-- 
телыностью O. Повторение „этих. из. 
мерений для всех / временных HH- | | 
UT а ті коэффициентов Рис. 5.1. Плотность вероятности 
а (= e Е ЕО a (1 А) теплового шума: ` 


я Е ^m—1; А — нормировайное ^ ` 
A EUN что набор функций выходное запряжение т интеграторов 


£,(0) является тепловым-- шумом..- 

E own. отношение q;/l измерений, дающих | значение а, (1) 
в интервале (r—1)AA «A «—nAA. Полученные т ступенчатых функ- 
ций можно аппроксимировать непрерывными функциями плотно- 
сти вероятности W (j, А),. как показано на рис. 5.1, если АА — 
достаточно мало, а / — достаточно велико. Одинаковое распреде- 
ление относительно ј приводит к следующей зависимости, которая. 
справедлива при определенном А = Ас: 


ш (0, A) — vw, (1, А) = w, (2: ATR. | 5.2) 


Распределение коэффициентов а, ( Г) в общем случае зависит не 
только от набора функций 2, (0), но также и от системы {f (j, Ө)}. 
Однако для теплового шума оно не зависит от системы (/(j,0)) 
при самых общих предположениях. 

Для доказательства этого утверждения заменим полную’ нор- 
мированную систему {/(/, 0)} другой системой (A(j, 0)}, которая 
также полна и ортонормирована в интервале (—1/2)0z:0« 
< (1/2)9. Функции f(j, 0) и h(j, 0) должны быть ограниченными. 
Разложим функции A(j, 0) в ряд: 


со 9/2 
ні, ө) = У, Ө); сі = |AG 9/0046. (5.3) 
k=0 —@/2 
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Сумма: Zcj(R) будет абсолютно сходиться. Тогда ряд (5.3) одно- 
родно сходится. 
yakuna g, (0) раскладывается B ряд по системе {й (ў, 0)j: 


(8) = Хы hy a= | 010,046. (54 
Подставляя (5.1) и (5.3), получаем un 
0) = т g, (9) Yo юв. ©) = Ys (k) d: g, (9f (5,040 = 
= Уса, (8. | (5.5) 


K=0 


Последняя сумма сходится абсолютно, если все а, (k) ограничены. 

Сумма статистически независимых величин с нормальным pac- 
пределением есть также величина с нормальным распределением. 
Следовательно, b, (j) имеет нормальное распределение, если a, (К) 


статистически ем Средние значения величин а,(®) и 
b (i) равны 0. 

Плотность вероятности о. (А, А) величины а, (k) для теплового 
шума записывается следующим образом: 


Е Раа Heec A8/992y: 5.6 
о (k, А) Vy amo ехр ( [202) (9.6) 


Интегрирование по А дает lym, w (k) = | ош, (к, A) d A —1/m,a cym- 


— o 
m 


ма т членов w (k) дает 1: Уш, (К) = 1. Дисперсия o? в (5.6) 
k—0 | 
определяется следующим образом: | 
j | 
А | 
02 = lim =- уа? (0) | 9.7 
ee Ea a (F) (9.7) 
=] 


Плотность вероятности величины с;(^)а, (k) равна: 


w,[k, c; (k) A] = ЕЕ [— c? (А) 45/2 о? ]; 
DO) - ie tip (409 40201] 


(9.8) 


\ 

| 

ES TUNE | | 

"imr 49 (aj (k) = c (lim Уа (k) = (0) o2. | 

m = ) 

Плотность вероятности величины b; (j) следует из (5.5), (5.7) 
и (5.8): | 

182 


| 
V2Vzmop 


Sod 
o? = lim =- V 6; G) 2 o, = 02 У) c (k). (5.10) 


Последний шаг в (5.10) сделан на основании первоначального до- 
пущения, что распределение а, (А), а поэтому и дисперсия oz не 
зависят от К. 

Если удовлетворяется теорема Парсеваля (1.11) или, другими 
словами, если функции A(j, 0) можно представить с любой TOU- 
ностью в смысле минимума среднеквадратического отклонения CH- 
стемой (f(j, 0)}, то из (5.3) получим 


exp (— 47/2 o2; (5.9) 


9/2 9/2 со 
( 20. 949—1— | | Yo (k) f(k, 0) а -f Ck. (5.11) 
—8/2 —6/2 | 0 —0 
Из (5.10) и (5.11) следует, что условие 
o? = 02(1 + e) (5.19) 


удовлетворяется и что € стремится к нулю при достаточно боль- 
ших значениях mM. Тогда переменные 6, (j) и а, (ј) имеют одина- 
ковые дисперсии. Плотности вероятности на рис. o.l остаются 'не- 
изменными, если функцию g, (9), описывающую реализацию TEN- 
лового шума, представить в виде ряда по системе (A(j, 0)) вместо 
UG, Ө)). | 

B литературе обычно тепловой шум представляется рядом 
Фурье, а ке общим ортогональным рядом (5.1). Можно подставить 
в (5.1) синусоидальные и косинусоидальные функции, которые для 
системы {/(/. 0)} равны 0 вне интервала (—1/2)9—<0=< (1/2) 9 
Согласно результатам этого раздела различия между тепловым 
шумом, представленным рядом Фурье или рядом функций 
ии j, 0)}, которые можно разложить в ряды Фурье, как показано 

в (5.3), не существует. 

В $ 2.2 было установлено, что видеосигналы можно предста- 
вить в частостной форме, разложив их по сигналам Уолша, или 
в частотной форме, разложив их на синусоидальные и косинусо- 
идальные колебания. Кроме того, если передается одинаковая ин- 
формация, то видеосигналы, отфильтрованные частостными филь- 
трами, с трудом можно отличить от сигналов, отфильтрованных 
частотными фильтрами. Если видеосигналы имели бы распреде- 
ление теплового шума и если бы ухо могло разложить эти сигна- 
лы на бесконечный ‘ряд составляющих согласно (5.1) или (5.4), 
можно было бы ожидать одинаковых результатов. 

Результаты этого раздела можно также применить к шуму, 
представляющему собой электромагнитное излучение, такое, как 
свет. В настоящее время нет устройства, которое могло бы раз- 
ложить CBET на сигналы Уолша и воспроизвести частостный спектр. 
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Устройства, которые раскладывают свет на синусоидальные коле- 
бания и воспроизводят частотный спектр, такие, как дифракцион- 
ная решетка или призма, являются инвариантными во времени, 
подобно частотным фильтрам в связи. Устройство для разложения 
света на сигналы Уолша должно обладать чрезвычайно высоким 
быстродействием. Поэтому до сих пор еще не имеется практиче- 
ских предложений по реализации таких устройств. 


5.1.2. Статистическая независимость компонент ^ 
ортогонального разложения 


В предыдущем фазделе предполагалось, что коэффициенты 
a (h) и а, (k) являются статистически независимыми при AR. 
Остается показать, что эта независимость также справедлива для 
коэффициентов b, (j) и b, (I) при |=. Эти коэффициенты имеют 
нормальное распределение, и они являются статистически незави- 
симыми, если коэффициенты корреляции р. или ковариации о?у 
равны 0. Econo yA абсолютную UE dp ряда в (9.5), получим 


= «b, (i)b, (D> STESI (06, (0) = 


AS] 
l oo оо 
1 } 
= lim —- y c; (h)a, (h) у, c, (k)a, (k) |= 
А=1 Lh=0 R—0 
1 со со 


= lim -- > y У) c; (h) cı (k) а, (h) a, (k) | = 


[o l 
Az h-0 4 &—0 
о о l 
- e 1 / \ 
= у, Y c; (h) cı (k) lim —- У а, (h)a, (k). (5.13) 
h=0 k=0 е2 ACE 


l | 
Обозначим через € наибольшую сумму T у, а, (h) a, (К) для любой 


А=1 
пары A, А и конечного значения l; тогда получаем: 


l 


т у (h)a, (k) < e; ) | (5.14). 
d «eV Ус) (0. — x - 6.18) 
h=0 k=0 


Двойная сумма сходится абсолютно, так как суммы с;( h) H ан) 
абсолютно сходятся: 


У Yahoo = — 6.16) 


h=0 k= 
Fet 


‚Уравнения (5.15) m (5.16) дают 
e K. (5.17) 


При больших значениях Í € стремится к 0 по определению и кова- 
риация o?j; равна 0. 


| 5.2. 
АДДИТИВНЫЕ ПОМЕХИ 


5.2.1. Наименьшее среднеквадратическое отклонение 
принятого сигнала от эталонных сигналов: 


Пусть временная функция F, 0) составлена из первых функ- 
ций ортогональной системы {f (f, 0)): 


т—1 


F, (0) = y a (jI(j;9; (—1/2)0 <090'< (1/2)8. (5.18) 
j=0 


Функция F (0) называется символом алфавита. Имеется конечное. 
число таких символов, если коэффициенты а x6 j) принимают KO- 
нечное число значений. Например, телетайпный алфавит содержит 
32 буквы; тт равно 5, а коэффициенты Q (j) могут принимать два 
значения. | | 

Пусть передается P,(0). В процессе передачи помеха 9, (0): 
складывается с сигналом и Е ЕО сигнал можно записать 
в виде 


F (8) = Е, (0) + q, (8). - (5.19); 


Предположим, что F(0) можно представить в виде ряда: 


оо со 
F(0)— X a(i) FG, 9) = У [0,00 + а, G]f G, 9); (5.20), 
j =0 j—0 
0/2 
а() = | F(8)f(,9)d0; a, () =0 для j > m, j меняется от 0 до оо, 
—8/2 
a не от 0 до (m—1). Коэффициент а» (]) определяется с Mo- 
мощью (5.1). 

На приемной стороне нужно решить, какому символу F (0). 
ф= 1, ..., X ... наиболее вероятно соответствует сигнал F(0). Be- 
роятность преобразования P,(0) в сигнал F(0) зависит от вероят- 
ности того, что Ё (0) был передан. Предположим, что все симво- 
лы передаются с одинаковой вероятностью. Тогда решение зави- 
сит только от помехи 6, (0). Если о множестве g, (9) ничего HENS- 
вестно, TO по одному символу нельзя принять решение. Однако: 
во многих случаях известно, что помеха g, (0) с большей энергией 
принимается менее часто, чем помеха с малой энергией. Другими. 
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словами, вероятность приема помехи &, (9) c энергией между 3Ha- 
чениями W и W--AW уменьшается монотонно с увеличением W. 
Сигнал F(0) наиболее вероятно соответствует символу Fy (0), KO- 
торый может быть преобразован в сигнал F(0) с наименьшими 
затратами энергии. Энергия AW, необходимая для такого Mpe- 
образования, определяется интегралом 


9/2 9/2 | 
AW, = у [F (9) — F, (0 40 = | [F^ (8) — 2 F (8) ғ, (0) -- F2 (6)] d 6. 


—8/2 —6/2 
| (5.21) 

Интеграл от F?(0) представляет энергию принятого сигнала, 
интеграл от Es (0) — энергию’ символа Р\, (0), с которым сравни- 
вается сигнал. iue от F(0)F,(0) Mw корреляционный HHTe- 
грал или корреляция сигнала F(0) и символа Г,(9). Значение 
Е%(0) является одним и тем же для всех символов P,(0) и им 
можно пренебречь. Если, кроме того, энергия у всех символов оди- 


накова 
9/2 


W= | F:(0)00 = W, (5.22) 

—6/2 
то можно также пренебречь Fi (0). Наименьшее значение AW, 
определяется в этом случае к корреляционным Te DE 

8/2 
AW = тіп при | Р (0) Е, (0) 49 Ее а хе (5.23) 
—8/2 
‚Переданный символ Г, (0) будет правильно принят, если АУ, 
имеет минимум при 3p — X. 

Алгоритм обнаружения сигнала (5.21) и (5.23) называется об- 
наружением по критерию наименьшего среднеквадратического от- 
клонения. В случае теплового шума такое обнаружение является 
наилучшим. Имеется много видов аддитивных помех, для которых 
это неверно. К ним относятся такие помехи, как импульсные или 
так называемые организованные помехи. 

Используя сумматоры, умножители и интеграторы, в принци- 
пе, можно определить наиболее вероятный переданный символ 
[из (5.21) или (5.23)] Однако реализация такого алгоритма AB- 
ляется обычно весьма трудоемкой. Пусть алфавит имеет n симво- 
лов. В соответствии с (5.21) и (5.23) нужно вычислить п энергии 
AW. Эти вычисления должны проводиться одновременно. Следо- 

Ф E 
вательно, потребуется N или n/2 сумматоров, умножителей и инте- 
граторов, 

Менее громоздкие алгоритмы можно получить путем подста- 
HOBKH (9. s (5. 20) в (5.21): 

т—1 


- Va 0-2 У аа, (i) 4- У a) 
o 


/=0 


E 


E = Xe ) — a, (0р + Ye. (5.24) 
m—1 


AW, = min при № [a (j) — a, (р = min 


т—1 т—1 
или AW, = min при 2 ya) а 0 У a? (j) = max. Суммами 
со co | 
S. а, (j) или ЭЎ а? (j) можно пренебречь, так как они принимают 


одинаковые значения для каждого sp. Для символов с равной энер- 
гией из (5.24) получаем 
т—1 
е N . . i ENS 
AW, = тіп при у a (j) a, (i) = max. (5.25) 


j=0 


Уравнения (5.20), (5.24) показывают, что только коэффициен- 
ты а, (1), |< т, реализации шума g,(0) оказывают влияние на pe- 
шение, какой из символов P,(0) является наиболее вероятным B 


принятом сигнале (0). | 
Для практического применения (5.24) и (5.25) требуется т пе- 
ремножителей и ‘интеграторов, а не п или п/2. В случае телетайп- 
ного алфавита это означает уменьшение числа перемножителей и 
интеграторов c 32 или 16 до 5. 
Подставим в (5.24) вместо a(j) сумму a, (i) +a, (i) из (5.20) : 


т—1 m—1 
AW, = тіп при 2 V [2,() + а, (0192 (7) — У aè? (j) = шах. 
/=0 j=0 


Влияние помехи g, (0) на обнаружение сигнала определяется 
m—1 
u A . . 
суммой 2 У a, (ра, (7. 


j =0 
Вероятность неправильного решения зависит только OT статис- 
6/2 


тических свойств коэффициентов a, (j) = | g, (©) f (j, 0)4 ©. Пусть 
—6/2 
g, (0) есть выборка теплового шума. Статистические свойства ко- 
эффициентов а, (j) являются тогда при самых общих условиях 
независимыми от используемой ортогональной системы. Передан- 
ный сигнал F,(0) составляется из этих функций согласно (5.18). 
Следовательно, совсем неважно для вероятности неправильного 
решения, какие функции [ (1, 0) используются для составления CHT- 
нала, если помеха представляет собой аддитивный тепловой шум. 
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5.2.2. Примеры цепей 


Рассмотрим некоторые цепи, которые используют зависимости 
(5.24) и (5.25) для обнаружения сигнала. На рис. 5.2 показано, 
каким образом получаются коэффициенты a(j) из принятого сиг- 
нала F(0) c помощью опорных функций f(j, 0). В основном эта 
схема такая же, как и на рис. 2.7, за ис- 
ключением того, что здесь ‘получаются ис- 
каженные коэффициенты а(1) ‘вместо неис- 
каженных коэффициентов а xt 19: 

Ha выходе схемы, изображенной на 
рис. 5.3, появляется сумма напряжений 
a(i), ay (j). Символы составлены из трех 
функций, т=З3З. Следовательно, имеются 
три коэффициента a(0), a(1) и а(2), KOTO- 
рые представлены напряжениями. Коэффи- 
циенты а4,(0), a, (1) и а,(2), ф=1, 2, 
представлены сопротивлениями. Опера- 


Гг: 
' 12,0) 
Рис. 52. Выделение Ko- 


эффициентов. а(]) из 
принятого сигнала F(0): ционные усилители У имеют дифференци- 


П — перемножитель; И —ин- альные входы. Инвентирующие входы 060- 


тегратор значены (—), а неинвертирующие — (+ ). 


Заметим, что сумма G?(j) в (5.24) одинакова для всех AW 
Этой суммой можно пренебречь, если наименьшее значение AW, 
будет определяться без нахождения величины AW, . Так же, как и 
ранее, вырабатывается сумма a(j)a, (j), но с обратным знаком. 


Следовательно, можно использовать схему, изображенную на рис. 
5.3, но инвертирующие и неинвертирующие входы операционных 
усилителей должны быть представлены, как на рис. 0.4. Сумма 
а, (j) вырабатывается дополнительной линией с постоянным нап- 


г. +U и сопротивлениями соответствующей величины. 


Для определения наибольшего из выходных напряжений Uo, Ui, 
О», ... (рис. 5.3) и наименьшего из выходных напряжений Uo Ui, 
О», ... (рис. 5.4) необходимы соответствующие устройства. Один BA- 
риант устройства, определяющего наибольшее или наименьшее на- 
пряжение, использует пилообразное напряжение, которое сравнива- 
ется в п компараторах с п напряжениями. Срабатывание первого 
компаратора определяет наименьшее напряжение в случае возрас- 
тания пилообразного напряжения; наибольшее напряжение опреде- 
ляется срабатыванием первого компаратора в случае спада пило- 
образного напряжения. Достоинство такого устройства заключает- 
ся в том, что пилообразное напряжение необязательно должно из- 
меняться линейно со временем и что флуктуации напряжений не- 
важны. Недостаток заключается в неодновременности выполнения 
операций. 

Компаратор с одновременным выполнением операций показан 
на рис. 5.5. Напряжение в общей точке каждой группы из четырех 
диодов равно наибольшему приложенному положительному напря- 
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20а) 
Үү Y А/0; (0) 


| dC EIE bp 


Рис. 5.3. Обнаружение сигна- 
ла методом наибольшей сум- 
^ мы. Все символы имеют оди- 
наковую энергию: . 

Оо =U [a (0) а, (0) — 
=a (1) a, (1) — a (2) a (2)]; 

U, =U [a (0) а, (0)--a (1) а, (1)— 
` —a (2) a (2)l; Uz = U [a (0) x 
X aa (0) + a (1) а. (1)— 
— a (2) а, (2)] 


жению. Пусть Из — наибольшее 
напряжение. Напряжение на ин- 
вентирующем входе (—) усилите- 
ля X, больше, чем ma неинверти- 
рующем входе (+). Считая уси- 
ление достаточным, выходное на- 
пряжение (ых: будет принимать 
значение, соответствующее режи- 
му отсечки. Будем обозначать его 
через Usgx,— —1. Усилители Yo и 
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Рис. 5.4. Обнаружение сигнала 

методом наименьших сумм, 

символы должны иметь одина- 
ковую энергию: 


Uo =U a5 (0) + а (1) + 
+ а0 (2) — a (0) a, (0) + 

+ a (1) а (1) + a (2) а (2)]; 
U, =U [ ad (0) + af (1) + 
+ ài (2) — a (0) a (0) — 


|; —a (1) a (1) +a (2) a, (2)] ; 


U, = [48 (0) J- àà (1) +. 
+ а (2) —а(0)а, (0) — 
—а(1) а (1) +а(2)аз (2)]; 


R; = 48 (0) 4- à? (1) + 
+ а; (2)]; j=0, 1, 2 


У; имеют большее напряжение на неинвертирующем входе (+). Их 
выходные напряжения соответствуют режиму насыщения и обозна- 
чаются через 'Ивых2= Озыхз = +1. Напряжения Озыхь. Ивыхо И Usuxs 


Рис. 5.5. Обнаружение наибольшего поло- 

жительного напряжения Uo—U:;. Наиболь- 

шее напряжение определяется значениями 
Озыха, Ивых2 И Озыхз: 


U вых U, U, О. Оз U, U; Us Uy 
Usuxi | —! е а и то аа ааст 
Е ЕЕ нь ЕЕЕ ЕЕЕ СЕЕ 
Usaxs| — | +| ЕЗИ | |H ре | + 
указывают наибольшее напряжение Uj, j—0, 1, ..., 7, представляя f 


в двоичной форме. Для получения хороших результатов характе- 
ристики диода должны быть одинаковыми. Для сравнения 2" на- 


Рис. 5.6. Обнаружение относительных значений напря- 


жений: 

Наибольшее напряжение 0 0 Уа U, Uy, Us. 
Второе наибольшее напряжение USUS USUS ОО 
Третье наибольшее напряжение Ч. О, О, О, О, О, 

DET +1 —1 +1 +1 —1 —1 
ре | +1 +1 —1 +1 —1 —1 
D HXS -H +1 —1 —1 +! —1 


пряжений требуется r усилителей. Схему можно изменить таким 
образом, что она будет обнаруживать, какое из напряжений имеет 
наибольшую или наименьшую величину. 
. На рис. 5.6 показана другая схема для определения наибольше- 
го напряжения. В зависимости от разностей трех напряжений Uo, 
О, и Uz три усилителя Yı, Уз и Уз могут находиться либо B режиме 
насыщения, либо в режиме отсечки. Количество возможных пере- 
становок выходных напряжений 3! =6 показано в таблице рис. 5.6. 
Схема указывает не только наибольшее, но также и второе, и 
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третье по величине напряжения. `Напряжения Uo, U, и Us могут 
быть положительными и отрицательными. Эта схема значительно 
более чувствительна к входному сигналу по сравнению со схемой 
рис. 5.5, так как напряжение проходит прямо к усилителям, а не 
через диоды. Ее недостатком является требование большого коли- 
чества усилителей. Сравнение п напряжений требует измерения 


а а mre) разностей напряжений. Следо- 


1 s 
вательно, нужно $ п(п—1) дифференциальных усилителей. Cxe- 


ма на рис. 5.5, с другой стороны, требует для п=2" напряжений 
только log п дифференциальных усилителей. 


5.2.3. Согласованные фильтры 


До сих пор предполагалось, что коэффициенты a(j) получаются 
путем перемножения сигнала F(0) c f(j, 0) и интегрирования это- 
го произведения. Математически эквивалентный, но технически от- 
личный метод использует согласованные фильтры. Для описания 
согласованных фильтров обычно используют импульсную характе- 
ристику, а не передаточную функцию. Рассмотрим узкий прямо- 
угольный импульс 2 (0) с амплитудой  l/e внутри интервала 
(—1/2) ==0= (1/2) и амплитудой 0 вне этого интервала. Этот HM- 
пульс стремится к дельта-функции 6(0) при уменьшении значения 
e. Рассмотрим далее набор фильтров. Пусть ко входу фильтра j B 
момент времени 9=— 1/2 приложен импульс 6(0--1/2). Пусть 6y-' , 
дет получена выходная функция /(], Ө), (—1/2) <9=< (1/2) из 
(5.18) и (5.20). Функция }(], 0) есть импульсная характеристика 
фильтра j. | 

Временную функцию Г, (0) из (5.18) можно получить путем 
подачи импульсов а, (j)8(0--1/2) на входы m фильтров с импульс- 
ными характеристиками /(ј, 0) и суммированием выходных сиг- 
налов. Эти фильтры называются формирующими. 

Приемные фильтры осуществляют обратное преобразование. 
Функции F, (0) или F(0) прикладываются к их входам в течение 


интервала времени (—1/2) <0<1/2, а коэффициенты а, (ј) или 
а(ј) в (5.20) получаются на выходе фильтра j в момент = + 1/2. 


Пусть функции f(j, 9) представлены ортогональной системой им- 
пуЛБСОВ (026) =0, ЕО ее: 


a (FC, 9) ~ a (j) Ў d; (k) D(8 — ke); | 
Rh 
ц2 ве--е/2 — x | (5.26) 
4( = |10,020—#5)40= | FG, 0) 40 р, ke)e, 
—1/2 |. ke—e[2 
Ro ctm J 
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Функции f(j, 9) в общем случае точно He представляются CHC- 
темой {D(0—ke)}, так как сумма в (5.26) представляет собой сту- 
пенчатую функцию. Однако если = становится достаточно малым, 
то среднеквадратическое отклонение между f(j, 0) и ступенчатой 
функцией становится произвольно малым для тех функций, кото- 
рые можно генерировать. | 

Пусть при подаче на вход приемного фильтра j сигнала 6(9- 


25 1 появляется выходной сигнал h(j, 0) —1/2—<9=—< 1/2, а при 


подаче на его вход сигнала О(0—*^=) =) (9’+1/2) появляется вы- 
ходной сигнал A(j, 0’) =й(1, 0—1/2—5Re&), если = — достаточно ма- 
ло. Тогда при входном сигнале a(j)](j, 9) появляется следующий 
выходной сигнал: 


a (j) у. d; (R)h (i 8— —- — ke), kal Erate (5:209 
k 


Этот сигнал имеет величину | 
аду 4100) һј, — е). (5.28) 
k 


B MOMeHT времени 0— + 1/2. Подставим [(j, ke)e из (5.26) в (5.28) 
вместо 4;(6). Сумма дает площадь полос шириной € и высотой 
Г(Т, Re) h(j, —ke). Эта сумма может быть заменена на интеграл, 
если значение e достаточно мало: Е 
1/2 
a (j) VG, 0)5(j,—0)d0; Ө —limke; d0-—lime. (5.29) 
а £0 


k— oo 


—1/2 £0 
Этот интеграл равен ! при | | 
ОГВ) О 0) к (9.30) 
Коэффициент a(j) получается на выходе приемного фильтра B 
момент времени 9 = 1/2. С другой стороны, на выходе получается 0, 
если ко входу приемного фильтра j приложен сигнал a(L)f(L 9), 


15]: 
1/2 1/2 | 
а() | FU, AG, —6949—aQ) | 701, FG, 940 —0, jl. (5.31) 


—1/2 —1/2 


Импульсная характеристика приемного фильтра j должна быть 
равна }(ј, —0), если импульсная характеристика передающего 
фильтра j равна /(j, 0). Передающий и приемный фильтры HACH- 
тичны для четных функций ў (у, 0) = (/, —0) и для нечетных функ- 
ций | (7, 09) == (7, —0). 

Согласованные фильтры не требуют умножителей для определе- 
ния коэффициента a(j) в (5.20). Это часто является преимущест- 
вом по сравнению с коррелятором. В общем, нельзя сказать, кор- 
реляторы или согласованные фильтры имеют преимущества. Ум- 
ножители для функций Уолша очень точны. Согласованные филь- 
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тры, с другой стороны, He требуют для HX конструирования индук- 
тивностей и емкостей, а могут быть похожи на схемы, показанные 
на рис. 2.13. 


5.2.4. Компандеры для частостных сигналов 


Хорошо известно, что одновременное сжатие частотноограничен- 
ного сигнала дает сигнал, который уже не является частотноогра- 
ниченным. Причиной этого является то, что сжатие синусоидальных 
функций всегда создает гармоники. 
Это не имеет места для частостно-ог- 
раниченных функций, составленных из 
функций Уолша. На рис. 5.7а в каче- 
стве примера показаны символы F, (9) 
ИР. (0): 


Fa (0) Fx (0) 


Р, (0) = wal (0, 9) + Y sal (i, 09) — 


i=] 


— X СЕБЕ ўса (i, 0); 


F (0) = — wal (0, 0) + 


Рис. 57. Сжатие частостного 


eo 7 
г SY : 
+ У C D sal (i, 0) + У, cal, 9). 
i=l / i=l группового сигнала: 


При прохождении этих CHMBO- q) первичный сигнал; б) xa- 
лов через компрессор, имеющии рактеристика компрессора; в) 
характеристику, показанную на сжатый сигнал 
ис. 5.76, вырабатываются сигна- | 
лы Р, (0) и Ё, (0), показанные на рис. 5.7в. Эти сигналы содержат 
точно такие же функции Уолша, как и символы Е (9). и E (0), но 
только они умножаются на различные коэффициенты. Рассмотрим 
характеристику компрессора n= егЕ(&/ V 20). Пусть №, (х) = 
— №, (-с<Е=х) будет функцией распределения амплитуд CHT- 
нала перед сжатием. Функция Wa(y) = Wa(—œ<n <y) получает- 
ся из (4.11): 


=V 20er == < V2cert^! >; 

V.) = V (— о < t < VEe £) = (Уен E): 
o YES: О = 2. cmd 273] Dus 

Qs (y) = V Zr- exp [ert z w, ( V2oeri Е ). 


7 
Далее рассмотрим сигнал, составленный из 16 функций Уолша, 
показанных на рис. 1.2. Все 16 функций равны +1 в интервале 
0<0<1/16. Среди 216 двоичных символов, которые могут быть по- 
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лучены из 16 функций, в этом интервале имеются: '- (5) CHM- 
z я 
. вол с амплитудой 16(+1) —16; 16= y символов C амплитудой 


15(+1) +1 (—1) =14; 120— (2) символов C амплитудой 14(+1) + 


+2(—1) = 12 и т. д. Такой же результат получается и для друго- 
го временного интервала. Следовательно, двоичные символы, сос- 
тавленные из функций Уолша, имеют распределение амплитуд по 
закону Бернулли. Пусть символ составлен из т функций Уолша с 
амплитудой +а или —а. Вероятность рв[(т—2й)а] выборки с am- 


плитудой (m—2h)a равна: рвт— 21 )а]= Е |, ное 


т; функция распределения равна Үв(х): 


€) 
d) ES USE EK. где [x] означает наибольшее целое 
число, меньшее или равное x. 
Функцию Йв(х) можно аппрок- 
i симировать при больших значениях 
15F ШЕ т функцией ошибок: №в(х) = 


-4E Á 
TE zv pi IM улай 2 54 
7 ?-Eert (& //26) 7 (1 Бей УЕ | W; (x) E Eman: 
^ L-E | Производная W(x) показана на 
1 4 -х7Е* рис. 5.86. Характеристики сжатия 


И Е n—E erí(c/ V 20) для 0=0,5 E, E, 2E 
показаны Ha рис. 5.8а. Соответст- 
вующие функции плотности вероят- 
ности 0»(/) показаны на рис. 5.88: 


wg) = —- ex [ü—e* (et^ zy | 


W, (y) = T | 4- erf (c er^ zu 


Отметим, что нормальное распреде- 
ление на рис. 5.86 для о=Е mepe- 
ходит в равномерное распределение. 


ЕС ЫТ а Es На рис. 5.80 и в также показа- 
Рис. 5.8. Сжатие частостного груп- НЫ ЛИНИИ С обозначением «13%». 
^ — пового сигнала: Они относятся к необратимому ком- 


а) характеристика компрессора; прессору с характеристикой TG 
6) плотность вероятности случай- при Ic] <1,5Е и n=+1,5 E при 


вероятности процесса после Е 
сжатия кает все амплитуды, большие 1,5 Е, 
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которые составляют 13% от амплитуд B случае нормального рас- 


пределения. Этот ограничитель более подробно будет рассмотрен | 
в $ 6.2. 


5.3. 
МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫЕ ПОМЕХИ 


5.3.1. Интерференционные замирания 


Пусть радиосигнал передается по нескольким путям. На прием- 
ном конце принятые сигналы влияют друг на друга. Рассмотрим в 
качестве примера синусоидальную волну, передаваемую по двум 
путям. Принимаются сигналы А; соѕ 210 и 42с0$ 2луо(0—0,) c 


разностью в задержке 0,. Их сумму можно записать двумя спосо- 
бами: 
А, cos 2 лм, 0 + А, cos 2 t v, (6 — 0.) = 


= (А, + А, cos 2лу, 0, ) cos 21tv, 0 + А, sin 2 лу, 8 sin 2 tv, 0, = 
— [42 + 2 A, A, cos 2 xv, Ө, + A2]? cos (2 лу, 9 — a). (5.32) 


Фазочувствительный приемник принимает одну из составляющих 
сигнала, записанного во второй строке. Амплитуда принятого сиг- 
нала изменяется между А: +А. и A,—45 или между А» и — 4А. Фа- 
зонечувствительный приемник определяет амплитуду колебания, 
записанного в третьей строке (5.32). Она изменяется между А; + 

С точки зрения математики, причиной изменения амплитуд яв- 
ляется то, что временной сдвиг 0, =n колебания cos 2луд облада- 


ет таким же эффектом, что и амплитуда с противоположным зна- 
ком cos 2луо(0—л) = —cos 2лу0. Вероятно, лучше использовать 
другие функции, у которых не существует эквивалентности между 
временным сдвигом и инвертированием амплитуды, или это явле- 
ние наблюдается только при больших значениях 0,. Общее теоре- 


тическое исследование таких функций является математически. 
очень сложным. Однако очевидно, что суперпозиция сдвинутых во 
времени продифференцированных функций Уолша согласно рис. 
2.29 не вызывает интерференции. 

Более простое применение ортогональных функций для переда- 
чи через среду с замираниями следует из узкополосности системы, 
рассмотренной в $ 2.1, для телетайпной передачи. Сущность заклю- 
чается в следующем: разнесение по частоте — хорошо известный 
метод для улучшения передачи при наличии замираний. Сигналы 
модулируют несколько несущих. Из-за ограничений полосы частот. 
в основном можно применять не более двух-трех несущих. Узкая’ 
полоса, необходимая для системы, рассмотренной в $ 2.1, дает воз- 
MOXXHOCTb использовать десять и более несущих вместо двух или 
трех без особых требований к полосе. Вопрос заключается в том, 
целесообразно ли распределять фиксированную мощность на не- 
сколько несущих. 
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Нужно сделать короткое замечание об известных результатах 
передачи с разнесением, прежде чем ответить на вышепоставлен- 
ный вопрос. Пусть излучается гармоническое колебание с частотой 
vo. Используя модель релеевских замираний, получим на входе при- 
емника напряжение е(9): 


е(9) = и (0) cos [2 1v, 0 + a (0); — (5.33) 
U(0) есть медленно изменяющаяся огибающая, которая практиче- 


ски постоянна на интервале 00— (1/2) 0, —0=6%- (1/2) 60%» и которая 
имеет распределение Релея с плотностью вероятности: 


sce - | == 0: 
ш (и) =} ô ӧз (5.34) 
0, uc 
0^ равно математическому ожиданию Е (22) согласно (4.83): 
6 = <u> = <u? (0)>. (5.35) 


Фазовый угол æ (0) также медленно меняется; OH будет иметь рав- 
номерную плотность вероятности: 


сых —л<а< л; 
ш (а) =} 2л' s | (5.36) 


0 а<— л, а > Чл. 


Для повышения надежности передачи нужно, чтобы принимались 
две или более статистически независимых копий сигнала. Следо- 
вательно, совместная плотность вероятности амплитуд будет равна 
произведению плотностей вероятности (5.34). 

Известно несколько методов получения статистически независи- 
мых «копий» сигнала. Метод пространственного разнесения исполь- 
зует несколько антенн, отстоящих друг .от друга на достаточно 
большом расстоянии. При методе углового разнесения копии сигна- 
ла получают с помощью направленных антенн с узким лучом. Две 
антенны, распознающие волны с правой и левой круговой поляри- 
зацией, дают независимые копии сигнала в диапазоне коротких 
волн. Метод частотного разнесения использует несколько синусои- 
дальных несущих, а при временном разнесении сигнал передается 
повторно. : 

После того как получено несколько независимых копий сигнала, 

встает задача. наилучшего их использования. Существуют три ме- 
тода: S ES | 
а) используется копия, которая имеет наибольшую среднюю 
мощность в течение временного интервала O0, (оптимальная селек- 
ция); =. 
б) все копии складываются (суммирование с одинаковым BE- 
сом); 
в) все копии перед суммированием умножаются на коэффици- 
енты, которые зависят от средней мощности в интервале Or (сум- 
мирование с максимальным отношением). 
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Для сравнения этих трех методов предположим, что используется 

9 статистически независимых копий сигнала Ғ(0). Пусть за счет 

замирания копия | из F(0) преобразуется в С1(9). Выборка g, (0) 

теплового шума складывается c G;(0). Поэтому в качестве копии 
[ принимается 

Нк) = G; (0) + g, (9). (5.37) 


G;(0) в течение короткого промежутка времени 9» можно предста- 
вить следующим уравнением согласно (5.33): 


G; (6) = u; (6,) cos [2 п, 9 + a; (0)]; % — = 0, «0 «0, + 5 (5.38) 


Величины ш и си считаем постоянными B интервале 0,—(1/2)0; S 
<090=<0+ (1/2) 04. 

Вероятность р(ш< из) того, что 4; меньше, чем порог Ug, или, 
другими словами, промежуток времени, на котором и; меньше, чем 
Ug, следует из (5.34): | 


zs 6 ou и? 2/52 
р(ш «ug =) = | exp (=) = | —exp (— 44/82). (5.39) 
0 


Пусть принимаются 9 статистически независимых копий сигна- 
ла, имеющих одинаковые распределения. Величина ра(ш<и„) есть 
вероятность того, что амплитуды ш всех ӯ копий меньше, чем Ug: 


ра(ш < Ug) = Wa (ug) = [1 — exp (— и2/0*)ђе. (5.40) 
Средняя мощность копии G;(0) за временной интервал длительно- 
стью 04, который является кратным 1/у, находится из (5.38): 
0,9, /2 
1 к l 1 
m G? (0040 = po. u? (065) = P(0— n u? = Ру. (5.41) 
0,—90,/2 
Пусть P, означает среднюю мощность шума, принятого вместе 
с копией l. Отношение сигнал/шум = 
РР, = и /2Р, (5.42) 
определяется величиной, которая изменяется только вследствие за- 


мираний. Вероятность того, что Р; будет ниже порогового значения 
Pg, можно получить из (5.39) и (5.42): 


PyP, = u7]2 P, < РР, — и 2Р,; 
W (P) = p (PiP, < РиР,) = p (ui < щш) = W(ug; |; (5:48) 
W (Pj) = 1 — exp (— ug/&) = 1 — exp (— 2 Pj/6*). | 
Пусть копия c наибольшим значением РуР, будет выбрана из 
4 возможных копий. Вероятность того, что Р/Р, меньше, чем Pg/Pr 
для всех копий, находится из (5.40), если все копии статистически 
независимы: 
W,(Pg) = [1 — exp(— 2 P4o*)y. (5.44) 
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Математическое ожидание этого распределения вычислено Брэн- 
наном: 


сэ со g 
ELS = | 241. (р): = ie е) ‘ау y L, (5.45) 
0 0 


NO ô? 
HER 
— 2Py6*. 


Обозначим среднее значение отношения сигнал/шум каждой ко- 
мин через. Р/Р, = < Ри; PP. 


‘Среднее значение отношения сигнал/шум лучшей копии получа- 
ется с помощью зависимости «Py = F ô? — 


q 
Р/Р, = (РЫР, У! 7- (5.46) 


— 
— 


На рис. 5.9 (кривая а) показано отношение (Р.а/Р,)/(Р./Р.). Из 
рисунка видно, что среднее значение отношения сигнал/шум возра- 
стает незначительно, если для оптимальной селекции используется 
более чем три или четыре копии. 

Замена оптимальной селекции суммированием с одинаковым ве- 
сом 9 копий дает согласно Брэннану следующую зависимость: 


Ры/Р, = (PJP) [1+ (4 — 1). (547) 


Отношение Psg/Pr становится теперь средним отношением CHI- 
нал/шум суммы всех д копий сигнала. 

Отношение (Р.а/Р,)/(Р5/Р,) показано на рис. 5.9 (кривая б). 
Оптимальная селекция и суммирование с одинаковым весом незна- 


— Дро 


10 

EORR 

bar 

— 7 

EM) Рис. 5.9. Увеличение среднего отношения сиг- 
S нал/шум при разнесенном приеме по методу Брэн- 
б 4 HaHa: 

о 9 — число принятых копий сигнала; (Р,;/Р,)х 
ci Z X(P,[P.) — среднее отношение (сигнал/шум g 
х=, копий) / (среднее отношение сигнал/шум одной ко- 


а R 8 IHO гии); а) оптимальная селекция; 6) суммирование 
g — C равным весом; в) суммирование C максималь- 
ным отношением 


чительно отличаются, если используются две копии (9==2). Одна- 
ко суммирование с одинаковым весом дает улучшение отношения 
сигнал/шум на 4,5 дБ по сравнению с оптимальной селекцией, если 


q= 10 копиям. 
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B случае метода суммирования C максимальным отношением 
амплитуда копии l на временном интервале Ok умножается на BECO- 
вой коэффициент, который пропорционален среднеквадратичному 
значению копии сигнала [ и обратно пропорционален среднеквад- 
ратичному значению шума этой копии. Брэннан получил следую- 
щее выражение вместо (5.46) и (5.47): 


Р.Р, = (92020) q, (5.48) 


где Psg/Pr теперь означает среднее отношение сигнал/шум взвешен- 
ной суммы д копий сигнала. | 

Отношение (Р,„/Р;)/(Р,/Р.) показано на рис. 5.9 (кривая в). 
Суммирование при максимальном отношении отчасти лучше, чем 
суммирование с одинаковым весом. Для указанных на рис. 5.9 зна- 
чений 9 разница между ними меньше | дБ и приближается к 
1,05 дБ для бесконечного числа q. 

Среднее отношение сигнал/шум позволяет сравнивать различ- 
ные методы использования копий сигнала. Однако временной ин- 
тервал, в течение которого возможна передача, является лучшей 
мерой надежности линии связи. Уравнения (5.39) и (5.43) позво- 
ляют получить эту меру. Первое уравнение дает временной интер- 
вал, в течение которого напряжение и; ниже порогового уровня Ив, 
второе — временной интервал, в течение которого среднее отноше- 
ние сигнал/шум P/P, ниже порогового Pg/P;. Перепишем (5.43) c 
учетом введения медианы Pg= Рм, для которой (Ра) = 1/2: 

W (P, = E = | — exp ( — 2 P,/8). (5.49) 
Отсюда следует: 
2 P 10 = In 2 zz 0,693; 


2P4/6. = (РР) In 2 zz 0,693 Р/Ри. (5.50) 
Уравнение (5.43) можно переписать: | 
W (Р.)==1 — exp (— 0,693 Р/Р). (5.51) 

Вероятность того, что Р/Р, больше Pg/P,, равна 
p (PP, > РаР,) = 1 — W (P4) z exp (—0,693 Р/Р м). (5.52) 


Неравенству р(Р!/Р,2>Р,/Р.) соответствует на рис. 5.10 кривая 
q—1. Ордината показывает процент времени, в течение которого 
P, больше, чем порог Pg. Здесь Р; и Pg для нормировки разделены 
на медианное значение Py. 

Если принимается д копий, то из (5.44) получаем вероятность 
того, что Р/Р. больше, чем Pg/P, по крайней мере, для одной KO- 
пии: pg(Pi| Py РР.) z21—[1—exp(—2 Р,/6°) |8. Используя (5.50), 
это уравнение можно переписать в виде 

p (PiP >P P AS 1 ехр (9693 РаРу) |". (5.53) 


Вероятность ра(РИР‚>Ре/Р,) показана на рис. 5.10 сплошными JIH- 
ниями для q—2,4 и 8. Эти кривые дают процент времени, B TEYE- 
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Рис. 5.10. Относительное время АӨ, 
в течение которого мощность норма- 
лизованного сигнала превышает по- 
рог Р./Рм; 9 — число принятых KO- 
пий сигнала; сплошные линии — опти- 
мальная селекция; штриховые ли- 
нии — суммирование с равным весом: 
штрих-пунктирные линии — неразне- 
сенный прием 


ние которого возможна передача 
C разнесением, если использует- 
ся оптимальная селекция с дву- 
мя, четырьмя и восьмью копиями 
и если требуется, чтобы отноше- 


ние P/P, было больше, чем 
Р gl P M* 
Пунктирными линиями на 


рис. 5.10 показан процент време- 
ни, в течение которого. Р; суммы 
двух, четырех и восьми копий 
больше, чем пороговое значение 
Pg. Следовательно, они показы- 
вают интервал времени, в тече- 
ние которого возможна передача 
с разнесением, если использует- 
ся суммирование с одинаковым 
весом двух, четырех и восьми ко- 
пий и если требуется, чтобы от- 
ношение Р/Р, было больше, чем 
Pg[P, Эти кривые могут быть 
рассчитаны с помощью (4.95) 
для 9=2, а для больших значе- 
ний 9 могут быть использованы 


численные методы. 


5.3.2. Передача с разнесением при использовании многих копий 
сигнала 


Методы, рассмотренные в предыдущем разделе для получения 
статистически независимых копий сигнала, обычно позволяют по- 
лучить только несколько копий. Поляризационное разнесение не 
может дать более двух копий. Пространственное и угловое разне- 
сение теоретически могут дать много копий. Однако рассмотрение 
стоимости и занимаемого пространства на практике ограничивает 
это число. Например, в коротковолновом диапазоне при простран- 
ственном разнесении антенны должны быть разнесены на несколь- 
ко сотен метров. Единственными практическими методами получе- 
ния многих копий сигнала являются частотное и временное разне- 
сение. 

Чтобы применить кривые рис. 5.10 к частотному и временному 
разнесению, нужно помнить, что излучается 9 одинаковых сигна- 
лов, в то время как при пространственном и угловом разнесении 
излучается только один сигнал. При заданной средней мощности 
передачи средняя мощность, затрачиваемая на излучение сигнала, 
меньше в 1/4 раз при частотном и временном разнесении по срав- 
нению с пространственным и угловым разнесением. Этот недоста- 
ток частотного и временного разнесения, конечно, может быть уст- 
ранен. Вместо использования 4 антенн для приема в случае про- 
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странственного и углового разнесения можно использовать антен- 


ну с усилением, равным 0. Это устраняет уменьшение мощности 
сигнала каждой копии. 


Пусть мощность передатчика и усиление приемной антенны PH- 


‚ксированы. Замена обычной передачи (g—1) на 4-частотное раз- 
несение дает улучшение, только если среднее значение отношения 
сигнал/шум на входе приемника увеличивается, несмотря на умень- 
шение этого отношения для каждой копии в 1/4 раз. Уменьшение 
средней мощности сигнала на копию в 1/4 раз уменьшает медиану 
Pad на рис. 5.10 до Ры/4. При заданном пороге Р; отношение 
Р.]Рм становится равным qQPg/Py. 

При использовании 4-частотного разнесения временной интер- 
вал, в течение которого средняя мощность сигнала превышает 
QPg[Py, должен быть больше, чем временной интервал, в течение 
которого средняя мощность сигнала превышает Р./Рм при обычной 
передаче. Рассмотрим пример: кривая q=] на рис. 5.10 дает ЛӨ = 
=95% при 10106 Р, Рм=—11 дБ,а кривые для q=2 при 10 log 
2Р.Рм=—8 дБ дают ЛӨ =99 и 99,3%. Следовательно, двойное разне- 
сение увеличивает время, в течение которого средняя мощность сиг- 
нала больше, чем Pg, от 95 до 99 или 99,39. Можно видеть, что 
такое улучшение возможно, если кривые q=] и q—42 отстоят друг 
от друга на расстоянии по горизонтали, по крайней мере, равном 
10 log 4=10 log 2223 дБ. Точками, обозначенными «3 дБ», пока- 
зано, где это расстояние равно 3 дБ. Очевидно, что двойное разне- 
сение при суммировании с одинаковым весом заслуживает внима- 
ния, если удовлетворительная работа возможна при более чем 40% 
времени, в то время как оптимальная селекция заслуживает вни- 
мания только, если удовлетворительная работа возможна при бо- 
лее чем 55% времени. we 

На основании тех же рассуждений расстояние между кривыми 
4=1 и 9=4 должно быть, по крайней мере, равно 10 log 4226 ДБ, 
а между 9=1 и q—8 должно быть равно 10 log 829 дБ для TO- 
го, чтобы сделать разнесение C q—4 и 0=8, заслуживающим BHH- 
мания. Ha рис. 5.10 точками с обозначением «6 дБ» и «9 nb» mo- 


t 


казано, где эти расстояния равны 6 и 9 дБ. Оптимальная селекция · 


представляет интерес только в том случае, если удовлетворитель- 
ная работа возможна, по крайней мере, при 70 или 80% времени. 
При суммировании с одинаковым весом все три точки «3 дБ», 
«6 дБ» и «9 дБ» расположены на линии A0 -—4095. Частотное pas- 
несение при суммировании с одинаковым весом представляет инте- 
рес, если удовлетворительная работа возможна, по крайней ме- 
ре, при 40% времени и является наилучшим с наибольшим числом 
КОПИЙ. 

В $ 2.1 рассматривалось, что определенная полоса частот мо- 
жет быть хорошо использована при передаче синусоидальных и 
косинусоидальных импульсов. Согласно табл. 2.3 для шести теле- 
тайпных схем нужна полоса около 120 Гц, для двенадцати схем— 
240 Гц. Для передачи с частотным разнесением с == 10 для этих 
последних схем нужна полоса 2400 Гц. 


6. 


СИНТЕЗ СИГНАЛА ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ 
НАДЕЖНОСТИ СИСТЕМ СВЯЗИ 


6.1. 
ПРОПУСКНАЯ СПОСОБНОСТЬ КАНАЛА 


6.1.1. Способы измерения ширины полосы пропускания 


В самом начале развития теории связи было обнаружено, что воз- 
можная скорость передачи символов по каналу связи звисит от его 
передаточной функции. Например, известные теоремы Найквиста 
[Ши Кюпфмюллера [2,3] показывают, что через идеальный фильтр 
нижних частот с полосой пропускания Af за интервал времени t 
можно передать только один независимый символ, где 


т = I/2Af. (6.1) 


Скорость передачи символов в этом случае определяется числом 
1/т независимых символов, передаваемых в единицу времени [4,5]. 
Шеннон принял во внимание, что возможная скорость передачи ин- 
формации зависит не только от передаточной функции канала, но 
также и от статистических характеристик помех [6, 7]. Он получил 
формулу для возможной скорости передачи информации через иде- 
альный фильтр нижних частот при действии аддитивного теплового 
шума: 


CEAT lg CE EEP (6.2) 


где C — пропускная способность канала, например, в двоичных еди- 
ницах в секунду; Д] — ширина полосы пропускания идеального 
фильтра нижних частот; BVBA — отношение (средняя мощность 


сигнала) / (средняя мощность шума в полосе Ozcf«Af). 

Для данного рассмотрения важно, что в выражение (6.1) так 
же, как и в выражение (6.2), входит полоса пропускания частот 
Af. Последовательная теория связи, основанная на полной системе 
ортогональных функций, требует определения пропускной способ- 
ности канала связи, которое не было бы связано с понятием ча- 
стоты. 

Во-первых, частота исключается из средней мощности шума РА}; 
в полосе частот 0<7=< А]. Допустим, что шум, представленный нап- 
ряжением, подается через входное сопротивление Re к интеграто- 
ру, который интегрирует это напряжение на временном интервале 
At. Всего выполняется { интегрирований. Будем обозначать выход- 
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ное напряжение интегратора в конце À-TO интегрирования через 
U. Для теплового шума среднее напряжение <U, > равно Hy- 
лю. Среднее квадратичное отклонение от 0, умноженное на 1/Ко, 
есть средняя мощность и может характеризовать шум так же, как 
P AF 


і 

А 1 

«ОК 2 = lim —- ), UR (6.3) 
№=1 


Используя $ 5.1, этот результат можно обобщить. Пусть gh (9) 
в (5.1) есть напряжение, вызванное тепловым шумом на сопротив- 
лении Ra. Будем использовать обозначение И» (t) вместо g, (9). 
Функции f(j, 0) в этом уравнении заменим нормализованными на- 
пряжениями U(j, t)/U, где U определяется из следующего выра- 
жения: 

9/2 оу А7 т" 

| доме 940—-— | 00,000604=1; =. (64 
—6/2 euo 


Используя обозначение U-*U; (j), коэффициенты (5.1) предста- 
вим нормализованными напряжениями. Тогда ур-ние (5.1) прини- 
мает следующий вид: 


g, (8) - U^ U, (t) = У a, (0000, 9) — U Y UOU G, £y; 
j=0 


j=0 
0/2 T'/2 
a () =U U= [| (9G d= = | 0.00004 
—9/2 —T'/2 


(6.5) 


Пусть напряжение U-*U; (t)U(j, t) прикладывается к интегра- 
тору и интегрируется от (—1/2)T' no (4-1/2)T'. Если постоянная 
времени интегратора выбирается равной T, то выходное напряже- 
ние в момент (1/2)Т’ равно — 0% (j). Величину U?, (]) Ко c pas- 
мерностью мощности можно получить из выходного напряжения. 
Возведем U, (t) из (6.5) в квадрат, разделим на ТКа и затем npo- 
интегрируем от (—1/2) T' no (1/2) T*: 


n9 оо 
1 і 
= | U? (t) R-! = y U? ()IR,,. (6.6) 
eT e j—0 


Так как левая часть есть средняя мощность выборки шума 
ga (0), то правая часть должна иметь то же значение. Определен- 
ный член (2 (j) /Юа в сумме представляет среднюю мощность KOM- 
поненты j [или f (j,0)] шумовой выборки в» (0). Усредняя U? (1) Ra 
по l реализациям шума ga (6), g 


>Я 
Ee d 
ho. GATA. 


l 
P; = <U) Rp = lim -- V 0O Ra, (6.7) 
d! 
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получаем среднюю мощность P; компоненты j шумовой выборки 
или шума. В случае теплового шума распределение U, (j) одина- 
ково для любого j. Следовательно, безразлично, какую компоненту 
усреднять. В этом случае среднее по À можно заменить !) средним · 
по ]. Более того, среднее т компонент в т раз больше среднего 
значения одной компоненты: 

m=] 


CN U? (j) HO = m«U? (j) Rz = тр). (6.8) 
j=0 


Значение Р; совершенно не зависит OT ортогональной системы 
АРС, 0)}. Умножение выборки шума g, (0) на функции ортогональ- 
ной системы (A(j, 0)), которые имеют такой же интервал ортого- 
нальности, как функции [(j, 0), и которые можно разложить в ряд 
согласно (5.3), дает напряжение И”, (ј) вместо U, (1). Однако из 
(5.4) — (5.12) следует 


«О В = <U! 20) R>. EC 


На этом заканчивается исследование, касающееся замены Pap в 
(6.2). Вернемся к замене Af в том же уравнении другим парамет- 
ром, который не зависел бы от синусоидальных и косинусоидаль- 
ных функций. Предположим, uro 1=2 14-1 ортогональных функций 
Г(0, 9), fc (1, Ө), (1, 0), ..., 7.07, Ө), (1, Ө) можно передать по ка- 
налу связи в течение интервала ортогональности — 1/2%0=<1/2. 
Рассмотрим в качестве частного случая функции ряда Фурье: · 


[(0,0)=1; fe(i, 0) =V 2cos2xi0; /,(і, 0) = V 2sin2 110; (6.10) 
Е b gem. 
2 2 


Эти синусоидальные и косинусоидальные элементы являются орто- 
нормированными в интервале —1/2%0<1/2 и не определены вне 
этого интервала. Произведем подстановку 9'= 0/, как в $ 1.2: 

[ (0, 6") = f (0/8, 0) : | 

fe (i, 9) = Y/2cos2i(0/6) = V 2cos 2 n (i£) 0 = f, (i/Ẹ, Ө); | 

f. (i, 0) = V 2sin2 лі (0/8) = V 2sin2a(iE) 0 = (0, 0; | 610 

i 1 1 1 è 1 

кб; em—B«O«— E 

2 s 2:4 2 : 2 : 

При этом длительность интервала ортогональности увеличива- 
ется от 1 до &. Число функций, передаваемых в единицу времени, 
будет оставаться постоянным. В ЕЁ раз большем интервале долж- 
но передаваться &(21--1) функций. Индекс i пробегает значения от 
| до k, где k определяется уравнением 


(214- ))E = 2k 4-1; ВЕ ++ 1/2). (6.12) 


1) Это изменение во времени и усреднение по множеству требует, чтобы 
удовлетворялась эргодическая гипотеза. 
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Пусть & стремится к бесконечности. Ограниченные BO времени 
синусоидальные и косинусоидальные элементы становятся периоди- 
ческими синусоидальными и косинусоидальными функциями с ча- 
стотами И&=у==Г. Частота v принимает значения OT у =1/Е до 
у, =А/Е, так как i принимает значения от 1 до k. Разность v&—"wvi, 
обозначаемая как ширина полосы частот Ау, определяется выра- 
жением: 


Av = АРТ = lim (v, — v) = lim А = — (214 1); (6.13) 
‚ Е Е 
ЩЕ. (6.14) 
2d; 2T. 


где т/Т — число ортогональных функций, передаваемых за едини- 
цу времени T. Полоса пропускания Av или Af является мерой чис- 
ла k ортогональных синусоидальных или косинусоидальных элемен- 
тов, передаваемых в течение интервала ортогональности, если чи- 
сло элементов и их интервал ортогональности (—1/2)Е<0= (1/2)8 
стремятся к бесконечности. Согласно (6.14) можно использовать. 
отношение т/Т вместо параметра Aj, который является числом CH- 
нусоидальных и косинусоидальных элементов, передаваемых за 
единицу времени Г. 

Полоса частот Af является только мерой числа синусоидальных 
и косинусоидальных функций, которые могут быть переданы. С 
другой стороны, отношение т/Т может быть интерпретировано как 
мера числа любых ортогональных функций, которые можно пере- 
дать в единицу времени. Следовательно, ИТ является обобщением 
понятия полосы частот. 

Различие между Aj и т/Т заключается не только в TOM, что 
т/Т является более общим понятием. Для теоретических исследо- | 
ваний часто затруднительным является TO, что каждая функция за- 
нимает бесконечную область частотно-временной плоскости. На 
рис. 6.1а заштрихованная область показывает часть частотно-вре- 
менной плоскости, занимаемой функцией, которая отличается от 0 
только в интервале <<. На рис. 6.16 показана область, кото- 
рую занимает частотноограниченная функция, отличная от нуля в 
интервале <<. Заштрихованные области могут быть сделаны 
конечными только yceueHHeM их по некоторым значениям f или f, 
так как нет функций, ограниченных одновременно во времени и по 
частоте. 

В $ 1.3 было показано, что существует класс функций, ограни- 
ченных во времени и по частости. Поэтому заманчиво заменить ча- 
стотно-временную плоскость на частостно-временную. Но это неиз- 
бежно приводит к отличию систем функций Уолша от других сис- 
тем. Лучше ввести понятие «функционально-временной области». 
Рассмотрим систему функций (j(j, 9)}, которые являются ортого- 
нальными в ограниченном интервале ћ<і<# и равны 0 вне этого 
интервала j20; b-. e 55 Пусть сигналы будут составле- 
ны из функций с индексами ј, принимающими значения OT ji ДО j2 
Согласно рис. 6.18 время отложено по оси абсцисс, а значения ] 
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или J/T = 1 (0—1) — по оси ординат декартовой системы координат. 
Рассмотренные сигналы занимают заштрихованную область этой 
функционально-временной плоскости. Соответственно сигналы ЯВ- 
ляются «функционально» и по времени ограниченными. 


д 9. 
| 4 М 
- я il 
ir 
Ü t t rt" 0 fte Ü » ty лоба 


Рис. 6.1. Частотно-временная область и функционально-временная область: 
а) часть частотно-временнбй области, занимаемой ограниченным во времени 
сигналом; Ô) часть частотно-временной области, занимаемой частотно-ограничен- 
ным сигналом; в) часть функционально-временнбй области, занимаемой сигна. 
лом, ограниченным функционально и B времени fa—fi—Af; й = Т; j—(j— 

—])2m 


Исследуем связь между полосой частот Aq и m/T. Система 
‚ функций 


000, 0), +6 9,146, 0}, i=l; фо «9«- (6.15) 
будет ортогональной, и число 2i будет равно числу пересечений ну- 
левого уровня на интервале ортогональности. Применим те же рас- 
суждения, что для синусоидальных и косинусоидальных элементов. 
Снова получаем ур-ния (6.13) и (6.14), но нормализованную часто- 
ту у нужно заменить на нормализованную частость p. Далее Av 
заменим на Ди: 


Ар = lim (pe — pu) = п = (1+1; (6.16) 
а сас аре РЕ О ГА 17 
Т eU 2T on (IO 
Из сравнения (6.13) и (6.14) с (6.16) и (6.17) следует: 


а) нормализованная полоса частот Ау — это мера числа функ- 


ций системы { V 2 cos 2xv0, V 2 sin 2лу0}, которые можно пере- 
дать в течение интервала времени длительностью 7; 

б) нормализованная полоса частостей Ли — это мера числа 
функций более общей системы {Г (и, 9), (в, 9)}, которые можно 
передать в течение интервала времени длительностью Т; 

в) полоса частот Лі =Ау/Т есть частный случай частостной NO- 
лосы Дф=Лр/Т, а т/2 T есть еще более общая мера полосы пропу- 
скания, так как она применима ко всем полным системам ортого- 
нальных функций, включая те, для которых неприменимо понятие 
частости. Величина m/2T равна половине среднего числа функций, 
передаваемых в единицу времени Т. 
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6.1.2. Пропускная способность канала связи 


Рассмотрим сигналы Ё, (9), составленные из функций системы 
{1 (0, Ө), f. (i, Ө), fs(i 0)}, ортогональных на интервале —1/2<0< 


= 


F, (8) = a, (0) (0, 0) + 


МА s 


Га, (Ù fe (i, 0) + а, (i) fs (i, OJ, (6.18) 


1—1 


Я. 

Пусть Ел (0) передается по каналу связи. Предположим, что компо- 
ненты сигнала } (0, 0), fe(i, Ө) и fs(i, 0) при передаче претерпевают 
только затухание и запаздывание на время 9 (0). Используя коэф- 
фициенты затухания K(0), Ke(i) и K;(i) из $ 1.3, для сигнала на 


входе приемника получим: 


Е, (8) = b, (0) 110, 6 — (0) -- У ( 5,, () f, Li, 0—9 (0+ 
i=l 


xl AMOR [2, 9—09(0)]3; 
b (0) = К(0)а, (0); 5,0) = K,()a, (0; 6,00 = 
= К,(да,„(0. | 


Приемник будет определять, какой из возможных символов 
Fg (0) был передан. Для решения будем использовать критерий 
минимума среднеквадратичного отклонения. Опорные сигналы 
Ем (0) вырабатываются в приемнике. Они должны быть подобны 
принятым сигналам Fyg (0). Это необходимо для определения TO- 
го, какой из интегралов / (4, х) является наименьшим: 

Ө,4-1/2 
ICF, Хх) = | [F z (9) — Ром (0f 30, — (6.20) 
0,—1/2 
Uoc Ne S И 


Предположим, что опорные функции Рум (9) будут точно равны 
принятым сигналам: 
Е, м0) = Ё, в (0) при = (6.21) 
Тогда интеграл (ар, ф) равен нулю. Интеграл /(%, х) при wx 
должен отличаться от 0, по крайней мере, на AJ. Минимальная ве- 
личина AJ не может быть как угодно малой, так как только она 
определяет различие. Из (6.19) и (6.20) вследствие ортонормаль- 
ности системы (f (0, 0), f. (à, 0), fs (i, 0)} получаем 


Тор, ж) = Lb, 0) — b, OP + У (15, O — 5, GP + 
і==1 


+ [bs (i) — 5, > AT. (6.22) 
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(6.19) 


Ld — 


Рассмотрим те сигналы Fe (0), которые отличаются OT Fg 
только одним из коэффициентов а» (0), ac (i) или as,(i); тогда 
должно выполняться одно из следующих условий: 


[5,(0) — b, (OP > AT; 


[by — 5, p » A5. [byli — 6, p » AL. (6.23) 


Минимальные величины Ла(0), Aa.(i) и ^as(i), на которые дол- 
жны отличаться коэффициенты двух передаваемых сигналов, нахо- · 
дятся из (6.19) и (6.23): 


|a, (0) — a, (0)| > ^ a(0) = (A D)'"/K (0); 
|, (i) TE Ч (i) >А a, (i) m (А ГК, (i); (6.24) 
|a, 0) —а, (Ùj > A as (i) = (А/К, (i). 
Пусть а, (0), ac (i) и as,(i) будут ограничены значениями +Å и 
—А. Число возможных коэффициентов тогда определяется величи- 
Нами fo, Fei И Tesi: | 
ry < 2 AK (0)(A D? --1; г < ЗАК (АКА I)? 4- 1; 
Tsi < 2 AKA D^ +1. (6.25) 
Единицы B правых частях учитывают возможность того, что коэф- 
фициенты могут иметь значения, равные нулю. В качестве ro, Fei и 
Га нужно выбирать наибольшие целые числа, удовлетворяющие He- 


равенствам (6.25). Если ro является нечетным, то допустимые зна- 
чения коэффициента аҳ (0) равны 0, +Aa (0), 24а (0), ...; при yer- 


HOM Го они равны c Aa(0), аг Ex дао 
Пусть Кс(1) при il; и К. (1) при il, так малы, что справед- 
ливы следующие соотношения: 

ИрИ Т а 5-1. (6.26) 
Информация не может быть передана одной функцией f.(i, 0) при 
L7 [ или fs(i, 0) при i4. Для упрощения положим 

ИЕ (6.27) 
где / — граница полосы. Информация может быть передана за rpa- 
ницей полосы, но другим способом. Для получения различных сиг- 
налов коэффициенты, по крайней мере, двух функций f.(i, 0) и 
(или) fs(i, 0), i1 должны быть изменены. Этот вид передачи He- 


возможен, если затухание вне границы полосы пропускания увели- 
чивается так быстро, что условие 


3 (5,0 —5,G] --[5, 0) — b, (P) «АГ (628) 
= 1-1 


удовлетворяется для любой пары хи sp. 
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Число различимых сигналов, которые можно передать B тече- 
ние временного интервала длительностью Т, тогда определяется 
l 


произведением rof] Tesi. 
i=l 
Количество информации, передаваемой B единицу времени, или 
пропускная способность канала есть логарифм от этого произве- 
дения, деленный на 7: ) 
| 


Et 
pi e то + у, (в гс; + ig | (6.29) 
| {=1 
Рассмотрим частный случай (6.29). Из выражения (6.25) при 
огоз; = следует: К (0) 2 Kc(i) =К. (1), i1, ..., L. Все функции 
[(0, Ө), /(7, 9) и [.G, 9), izczl затухают одинаково. Из (6.29) сле- 


дует | 


2l --1 
a E (6.30) 
JE 
Если используемая система функций является системой перио- 
дических синусоидальных и косинусоидальных функций, то можно 
подставить Aj из (6.14) и получить 


C —2Nflgr — Aflgr?. (6.31) 


Эта формула имеет вид формулы Шеннона (6.2), хотя она введе- 
на из других предположений. В конце этого параграфа будет по- 
казано, что если сделать подобные предположения, что и при вы- 
воде (6.2), ro r B (6.30) и (6.31) заменяется на (1-Р/Рл;)!?. 

Рассмотрим сигналы Ё, (9), составленные из г функций | (/, 9). 
Интервалом ортогональности является интервал —1/2%0% 1/2 или 
(—1/2) T cta (1/2) T: 


r—i 
Е, (0) = Wa, (14, 9; 
j=0 
{f (i, 9) = {F (0, 9), Fe(i, 0), Fs (i, 95; r=2k+ 1. (6.32) 
Интеграл от Е, (0) дает среднюю мощность сигнала: 
1/2 Т/2 
F? (8) 40 = — | ЕТУ =P, = 
1/2 7/2 
T/2r—1l r—i 
=т | YsoPG uma =Y 40. (6.33) 
—T/2 /=0 1—0 


Вместо представления сигнала временной функцией Fy (0) Mox- 
но использовть представление сигнала точкой в /-MepHOM декарто- 
вом сигнальном пространстве согласно $ 2.1. Пусть единичные век- 
торы е;, ј=0, ..., r—1 указывают направления г координатных осей. 
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Квадрат длины этих единичных векторов равен интегралу OT квад- 
рата j(j, Ө): 


1/2 29/2 
(PG. 0)46=е=1;  (P(HT)-T-Te. (634) 
—1/2 —T/2 
Сигнал представляется следующей суммой: 
7—1 
Е, = V а, (ђе. (6.35) 
j—0 | 


Сигнал F, записан B векторной форме и представляет определен- 
ную точку в Г-мерном пространстве. Ее расстояние до начала коор- 
динат равно Dy: 


r—i /2 r—i 

== b a? 08] - |754 az t —(TP.)/?. (6.36) 
j=0 j=0 

Выборку теплового шума ТА 


„(00 = У а, (DFC, Ө). (6.37) 
і=0 
можно также представить вектором 
g = У а, (е. (6.38) 
j=0 


Согласно (5.24) и (5.25) в выражениях (6.37) и (6.38) важны толь- 
ко г компонент f(j, 0) или e; которые содержатся в сигнале. Сле- 
довательно, g} (9) делится на две составляющие: 
g, (0) ив, (0); составляющей 2,(0) можно пренебречь: 
r—i r—i 
в, (0) = У а, (011,0; &= Хо: | 
e (6.39) 


g; (0) = Y a Of, 9; gj — У a (е, 
]=7 j—r 
Расстояние от точки g до начала координат равно DE 
г—1 1/2 
D, = IZ a; | | (6.40) 
j=0 


Средняя мощность многих выборок шума g, обозначается P, т; HH- 


дексы ги Т указывают число ортогональных составляющих выбор- 
ки шума и длительность интервала ортогональности: 


D'*ÓrEI 


= E у“ (j). (6.41) 


or ]=0 


B $ 5.1 при очень общих предположениях было показано, что 
распределение коэффициентов а (ј) одинаково для всех |, если 
£4 (0) есть выборка теплового шума. Уравнение (6.41), таким 06- 
разом, можно переписать в следующем виде: 

l 


P, r= lim = У арэ = | (6.42) 


1—0 


\ j=l 


Среднее значение по À при фиксированном j можно заменить сред- 
ним значением по j при фиксированном À: 


P, г = lim a у a? (7. (6.43) 
[05 € 
Подстановка Í[—fr дает 
r 
lim P, p= — |і 2 (1). 6.44 
et. ERU 2, a (0 ( ) 


Сравнение (6. 40) и (6.44) показывает, что при больших значениях 
г расстояния D, от всех точек g, до начала координат стремятся 


КЕ (Рт). oue представляющие тепловой шум, размещаются 
произвольно в сигнальном пространстве вблизи поверхности f-Mep- 
ной сферы с радиусом (ТР, т)!/?. 

Средняя мощность / сигналов Fy NET H3 (6.33): 


r—i 


Дар 


yz j=0 


Если коэффициенты а, (j) имеют одинаковое распределение для 
всех ј и если они статистически независимы, то это уравнение мож- 
но переписать: 
l l 
- r А . E . 
P — lim — У a? (j) = lim — Y a? (j). (6.46) 
l—oo Í X l— o l X 
== j=l 
Подстановка [—fr дает 
| г 
lim P = lim 123 a? (j). (6.47) 
r—> 00 r— А X 
uS 
Сравнение c (6.36) показывает, что для больших значений г все 
точки Е, произвольно располагаются вблизи поверхности /-Mep- 
ной сферы с радиусом (TP) !/. 
Сигнал, смешанный c аддитивной выборкой шума g}, представ- 
г—1 
o , al ° ° З 
ляется точкой Е, +g, = S [а, G) + a, )] e;- Для больших 
j=0 
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значений f точки. F tg, , Х=Т, 2, ... произвольно располагаются 
cm, 1/2. 
вблизи поверхности сферы c радиусом УТ (ER 


г—1 1/2 г—1 1/2 
lim iT [2,0 а, р; —limiTY [0200 +0 0]. = 
ј==0 Г— со j—0 
= lim V T(P -- P, ^. (6.48) 


f—o05 


Можно однозначно решить, какой сигнал Е, содержится B ис- 
каженном сигнале E Eg. если расстояние между двумя любыми 


сигнальными точками, по крайней мере, равно 2(TP,, 4)? Возмож- 

ное число точек, имеющих это минимальное расстояние от других 

точек, равно возможному числу сигналов. Чтобы определить это 

число, рассмотрим объем V г-мерной сферы с радиусом A [6, 7]: 
r/2 


y = rri) Rr. (6.49) 
2 


Объем У. между двумя концентрическими сферами c радиусами 
Ки R—e при больших значениях г стремится к объему V: 


п7/2 п7/2 


V, Eee DEN. | — , — 2 |7 


(6.50) 


Следовательно, большая часть объема г-мерной сферы сосредото- 
чена вблизи ее поверхности. Хорошая оценка возможного числа 
сигнальных точек получается делением объема сферы с радиусом 


V TBPP, r) 1? на объем сферы с радиусом (7Р,. S 
T'/? (РНР, fy? 


UU O (6.51) 
rr 


Каждый сигнал ЁҒ, (0) имеет длительность Т. Таким образом, 
предел скорости безошибочной передачи становится равным 


C = lim > lg (1 + Р/Р, r^ = lim —— (1 + Р/Р,г). (6.52) 


Можно видеть, что f, которое является числом ортогональных 
функций в сигнале Fy (9), должно стремиться к бесконечности. MH- 
тервал ортогональности (—1/2)Т<1< (1/2) Т может быть конеч- 
ным или бесконечным. Отношение средней мощности сигнала к 
средней мощности шума Р/Р, т может быть также конечным или 
бесконечным. Уравнение (6.44) показывает, что средняя мощность 
шума Р,. т бесконечна при конечном Т; согласно (6.47) это также 
верно для средней мощности сигнала P. Если T конечно и Р/Р, т 
не равно нулю, то пропускная способность канала безгранично воз- 
растает. 
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Рассмотрим два частных случая ур-ния (6.52), для которых HH- 
тервал ортогональности стремится к бесконечности. Для первого 
примера пусть используется система т ортогональных функций 
{f (j, 0)}, которые равны нулю вне интервала  (—1/2)RT' cts 
= (—1/2) ЕТ’+Т’, где = Т/Т” — целое число. Далее рассмотрим 
систему т ортогональных функций {/(], 0—1)}, которые смещены 
Ha —1 и имеют такую же форму, как функции j(j, 0). Эти функ- 
ции равны нулю вне интервала  (—1/2)RT'--T' <t (—1/2) RT' + 
-F2T'. Продолжим этот процесс до тех пор, пока не получим CHC- 
тему функций (j(j, 0—R--1)), которые равны нулю вне интервала 
(1/2) АТТ < (1/2) АТ”. Тогда общее число полученных орто- 
гональных функций равно: 


те =" т, Е, т — целые числа. (6.53) 


Множитель r/2T в (6.52) становится равным rmk/2kT'-mj[2T. 
Средняя мощность шума Р, т становится равной Р, т,, так как 
только т функций не равны 0 в любом из k временных интерва- 
лов и так как Г’ равно длительности интервала ортогональности. 

Из выражения (6.52) получаем 


У т 
С = т lg (1 + Р/Р ьа" ) = p lg. СЕ Р/Р rr) (6.54) 
Вывод этой формулы показывает, что нет необходимости .беско- 
нечно долго ждать, чтобы получить информацию о сигнале Fy (0). 
Часть информации имеется в конце каждого из k временных HH- 
тервалов. 

В качестве второго примера рассмотрим т=21--1 синусоидаль- 
ных и косинусоидальных элементов в интервале (—l1/2)Tzíx 
< (1/2) T. Произведем растяжение этих элементов с помощью MHO- 
жителя £1, как в $ 1.2. Согласно (6.12) необходимо подставить 


k = 5: + T + 1/2 3 вместо Í для того, чтобы поддерживать посто- 


янным число функций, передаваемых в единицу времени. Число ор- 
тогональных функций в интервале (—1/2) ЕТ < {= (1/2)ЕТ опреде- 
ляется выражением 


r= В 1 = (914 РЕ= МЕ, (6.55) 


Из (6.14) следует, что множитель 7/2Т в (6.52) заменяется на MHO- 
житель MEET =т/2Т = Ај. Средняя мощность шума Р, т заме- 
няется на Pmt, er . Так как сигналы занимают полосу частот Ox 
<< Ај и все синусоидальные и косинусоидальные составляющие 
выборок шума принимаются с частотами, расположенными в этой 
полосе, TO Pas, вт = Рл. Таким образом, из (6.52) получается pop- 
мула Шеннона: 


С = іт m 


dimer ЕО TAB сви а 


Некоторое внимание должно быть уделено интерпретации ф-л 
(6.30), (6.31), (6.52), (6.54) и (6.56). Они справедливы для пере- 
дачи ортогональных функций с одной независимой временной пе- 
ременной. Это соответствует передаче сигналов, представляемых 
напряжениями или токами. Электромагнитные волны, распростра- 
няющиеся в свободном пространстве в направлении 2, также име- 
ют только одну независимую переменную f, но имеют два ортого- 
нальных направления для вектора поляризации, причем формулы 
применимы к каждому из них. Однако при распространении волны 
B волноводе в направлении Z могут появляться в дополнение K Í 
независимые переменные X и у. Эти дополнительные степени CBO- 
боды определяют тип колебаний и к каждому из них применимы 
указанные выше формулы. Следовательно, формула Шеннона пока- 
зывает не только предел скорости, с которой можно передавать ин- 
формцию по каналу связи, но является средством поиска лучших 
каналов. Уравнения (6.30) и (6.52) показывают, что число пере- 
даваемых ортогональных функций является главным фактором оп- 
ределения пропускной способности канала. Возможным способом 
увеличения этого числа является использование каналов, передаю- 
щих сигналы, которые зависят от времени и пространственных ко- 
ординат. Для этих целей применяются оптические телескопы. 


6.1.3. Задержка и искажение сигнала. 


Для вывода формулы пропускной способности канала (6.29) 
было сделано несколько предположений. В этом параграфе будет 
исследовано влияние этих предложений. 


Пусть компоненты [‹« (1, Ө) и fs(i, Ө) в ф-ле (6.19) будут задер- 
живаться на время 0.(1) и 0,(i), а He на общее время задержки 
9(0). Тогда функции в (6.19) не будут больше ортогональными и 
9(0) не будет временной задержкой сигнала. Для более общего 
определения временной задержки сигнала положим, что [(0, 0), 
с (1, 9) u fs (1, 9) будут передаваться отдельно друг от друга. Coor- 
ветственно будут приниматься сигналы К (0)10, 90—60 (0)], Кс (2), 
6—0.(i1)] и K;G)fdü 9—0.(1)]. Пусть они будут коррелироваться с 
опорными сигналами [(0, 0), fe(i 0) и. (1,9). Временные разности Me- 
жду 0—0 и абсолютными максимумами взаимокорреляционных 
функций дают задержки 0 (0), 9. (1) и 0,(i). Величины максимумов 
дают коэффициенты ослабления K(0), К.(1) и K;(i). Используя 
эти коэффициенты, можно построить опорную функцию Ё „m (9) H3 


Е. (0) B выражении (6.18): 


F” (9) = K(0)a, (07 (0, 0) + V (К. (Da, , (27 (4 0) + 


i—1 


+ К, (да, , G) f. (i, 9). (6.57) 
Принятый сигнал Рук (0) имеет такой же вид, но Ө B А части 
уравнения должно быть заменено на 9—0(0), 9—6.(1) или 


—0.(1). Пусть взаимокорреляционная функция 
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) F, EQ) Fu (9— 0d 0 = f (8^) (6.58) 


принимает абсолютный максимум при определенном значении 
0/—0,. Это значение определяется как временная задержка или 
как время распространения сигнала Ё; (0). Так как на приемной 
стороне неизвестно, какой сигнал приходит, то важно определить 
время распространения независимо от y. Например, если имеется 
Р различных сигналов Fy (0), то можно усреднить значения Oy , YTO- 
бы определить время распространения Or: 


R 
1 
= = у 0,. (6.59) 
y= 


Время распространения сигнала, несущего информацию, есть слу- 
чайная величина, которую в первом приближении можно сравнить 
только с понятием групповой или сигнальной задержки, впервые 
определенной в оптике [2]. 

Принятый сигнал Рук (0) имеет вид (6.57), если в правой части 
уравнения 9 заменить на 9—0(0), 0—0.(i) и 6—90.(1). Опорная 
функция Р.м (0) имеет такой же вид, HO Ө в правой части уравне- 
‘ния нужно заменить на 0—0;. Пусть функции j[0, 0—90(0)], [di 
0—6. (1)] и fdi, 9—0,(1)] разложены в ряды по системе {7 (0, 9—0), 
(і, 06—01), 5 (1, 9—07)). По аналогии с (2.26) получаются следую- 
щие выражения, в которых 0 —0—60;, fo—q[0, 6—0 (0) ], 


[с =, Ө — Ө, (0)] И fs = f; li, Ө — 9, (1)]: ) 
fa = КО, 0) 10, v) + V [K (0, cl) f. (k, v) + K (0, sk) fs (k, o)l; 
k=l 
| S Ape | | (6.60) 
f= K (ci, 0) (0, o) + V (Ка, ск)/, (k, 9)--K (ci, sk) fs (k, o)l; 
k=l i 


fs = F (si, 0)F (0, 9) + V IK (Si, ck) fe (o) + K (si, sk) f (k, 0. 
k=1 


‚ Пусть эти ряды будут подставлены в формулу для Рук (0). Пер- 
вый член Fyg (Ө) имеет следующий вид: 


K(0)a, (0) K (0, 0) + V IK; Ga, , (i) K (ci, 0) + 
iHi 
+ K, (i)a, „(i) K (si, 0)] f (0, 9— 0,). (6.61) 


Между коэффициентами существуют перекрестные искажения. В 
принципе, возможно построение корректирующих цепей, которые 
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компенсируют перекрестные искажения C точностью до измерения, 
так что вместо (6.61) получается К(0)а, (0)f(0, 0—0z7). Тогда 
Рук (0) и Рум (9) тождественны. 

В дальнейшем предположим, что f(0, 9), «(1 0) и fs(i 9) не 
только ослабляются и задерживаются при передаче, но также пре- 
терпевают линейные инвариантные во времени искажения. Функ- 
ции [ (0, 9), fe(i, 0) и [-(1 Ө) согласно $ 2.2 трансформируются в 
g (0, 0), 2 (1, 0) и g;(i, 9). Пусть сигналы f(0, 0), fe(i, 0) и fs(i, Ө) 
передаются отдельно друг от друга. Вырабатываются функции кор- 
реляции принятых сигналов g (0, 0), g.(i, 0) и g;(i, 0) с опорными 
сигналами 1 (0, 0), fe(0, 0) и |5 (0, Ө). Временной сдвиг между их 
абсолютными максимумами и 0-0 дает задержки 0(0), 0.(i) и 
0,(i). Значения максимума определяют коэффициенты ослабления 
K(0) =К (0, 0) Кс (1) =К (ci, ci) и К.(1) =К (si, si). С помощью этих 
коэффициентов можно построить опорные функции p (0) из вы- 
ражения (6.57). Уравнение (6.58) дает 0,, а (6.59) определяет вре- 
мя распространения 0r. Теперь пусть искаженные функции g (0, 0), 
2. (1, Ө) и gs(i, 9) разложены в ряды по системе {7(0, 0—0), feli, 
8—0), 7.(1, 0—0;)). Получающиеся выражения формально такие 
же, как и ур-ния (6.60), и к ним применимы те же выводы. 


6.2. 
ВЕРОЯТНОСТЬ ОШИБКИ 


6.2.1. Вероятность ошибки при воздействии теплового шума 


Рассмотрим передачу телетайпных символов при наличии TEN- - 
лового шума. Будет вычислена вероятность ошибки для несколь- 
ких методов передачи и обнаружения. Общий вид этих символов 
представлен временными функциями: 

4 


а (9) е7 2,, (DFG, 9), X E 15$ 92, 0 = ЇЕ: (6.62) 
J= 

Функции f(j, 0) ортонормированы на интервале —l/2<0<1/2. 
Т — длительность телетайпного символа, которая равна обычно 
100, 150 или 167 мс. Коэффициенты a4(j) имеют значения +1 и 
—] или +а и —а для системы с активной паузой; для системы C 
пассивной паузой они равны +1, 0. Выборка аддитивного тепло- 
вого шума g, (9) преобразует символ Fy (9) в сигнал F (Ө): 


F (6) = Р, (0) — 8, (9) | 
со 1/2 
& O= Y, e (010,0) a) E e sS | (663) 
F(9 = Y aF, 8; a) = a, G) +а, 0). | 
j—0 ) 
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Все символы в системе с активной паузой имеют одинаковую энер- 
гию. Используя критерий минимума среднеквадратичного откло- 
нения от опорной функции Fẹ (0): 


4 Е 
j=0 
можно согласно (5.25) решить, при каком значении % сумма 
4 
Y alija, (i) (6.65) 
j=0 


принимает максимальное значение. Если максимум имеет место 
при ф=х, то все коэффициенты 2(ј) должны иметь такой же знак, 
как коэффициенты ах (1). Тогда сумма (6.65) имеет следующее 


значение: а У, la(j) |, a4(j) = +а или —a; ҳ=%. Если, например, 
j=0 

а(0) имеет знак, противоположный а, (0), то сумма (6.65) будет 

больше для символа Ё; (0) с коэффициентами ам(0)=— а, (0), 

ап (А) =а (k), Е=1,..., 4, чем для Fy (0): 


4 
EL. Y а(ђа (ў) = Е la (0) + la (1)] + la (2) + Ja (3)] + Ja (4)|, Ф = n; 
м’ (aO a (D a (2) + le + la @), ә — x 
Чтобы y a(j) и о; (ј) были разные знаки согласно (6.63), необхо- 
димо выполнить следующие условия: 


a) signa, (j) == signa, (j); | (6.66) 
б) [ах (j)| < Ja, (]], что эквивалентно 
а (7) а, (j) 


— >l или ———«—1 
СОЕ |; (1) 


Здесь signa, (j) означает «знак а» (j)». 

В случае теплового шума вероятность того, что величина ал (j) 
положительна, равна 1/2 и вероятность того, что она отрицательна, 
равна 1/2. Таким образом, вероятность выполнения условия а 
равна 1/2 независимо от знака ах (j). | 

Для вычисления вероятности выполнения условия б необходи- 
мо знать распределение х=ал (])/|а» (1)|. Так как коэффициент 
а, (j) может быть равен либо +а, либо —a, TO la; (7) |—величина 
постоянная. Поэтому x имеет такое же распределение, как и ал (J). 
Функция плотности вероятности Wa (№, X) получается из (5:6) под- 
становкой x вместо Д. Из Wa (А, х) можно получить условную плот- 
ность вероятности ш (х) при условии, что #=]. Вероятность того, 
что k примет значение одного из т=5 значений j, равна l/m, так. 
как в случае теплового шума коэффициенты а», (j) имеют одинако- 
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вое распределение для всех j. Таким образом, функцию плотности 
вероятности ш (х) можно получить из (5.6) и (4.5): 


i S ae) ar І 219 423 = 
w (x) — ат — yo о gu) = 
і О. 1 
— lim ze OX). == Е: lim ра (12 (7); (6.67) 
Io d а, (7 io 1 1 
jest Е 


x = a, (lla, (= а, (а, 
Каждый коэффициент а, (ј) в (6.62) передается сигналом c оди- 
наковой энергией. Таким образом, средняя мощность сигнала Р 
равна 

| Т/2 4 

poc | F2 (0) dt = DET — Ba?. 
Esp j—0 
Этот результат можно обобщить и решить относительно Q*: 
а = РИ. (6.68) 
Уравнение (6.42) для г=&=1 принимает вид 
| 1 


А 1 > 
im -_ Y RO =< > Pr _ (6.69) 
Az 
Среднеквадратичное отклонение становится равным 
qu DRE ВРА трек (6.70) 


где Ри т — средняя мощность M ортогональных компонент тепло- 
вого шума на интервале ортогональности длительностью jm 
Используя (6.56), выражение для ох можно переписать в виде: 


о = Р, Р; Аў = т/2Т, (6.71) 


где Рл; — средняя мощность теплового шума в полосе частот ши- 
риной Af. | 

Вероятность р(х2>1) +р(х<—1) того, что х больше +1 или 
меньше —1, получается из (6.67) интегрированием: 

2 ( d ope da 
— E | ехр (— x*/20? )dx = 
V2V T OS Y, ( a ) 

= | (МИ 2o;) = 1 —ert(V P/2P,). (6.72) 


Вероятность p, того, что условия а и б из (6.66) выполняются, 
становится равной 


= 


[1 — ert (УР/2Р,,)]. (6.73) 
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gr sei 
vs uo 


Вероятность того, что условия (6.66) не выполняются, равна |— ри, 
вероятность того, что они не выполняются ни для одного из т=5 
коэффициентов аҳ (j), равна (1—р1)”; вероятность того, что они 
выполняются хотя бы для одного из т коэффициентов, равна ри: 


пм р а ка. ЕЕ [1 + erf (Р/Р, JY". (6.74) 


Вероятность ошибки р» не зависит от используемой системы функ- 
ций (j(j, 0) }, если эти функции удовлетворяют условиям $ 5.1. 
Для наиболее широко используемого телетайпного стандарта 


с длительностью символа 150 мс применяют числовые значения 


т=5 и Е = —16,6 Гц. На рис. 6.2 (кривая a) для этих 


, 


Рис. 6.2. Вероятность ошибки p при приеме 

телетайпных сигналов, подверженных дей- m 
CTBHIO аддитивного теплового шума: 

PJP д; — (средняя мощность сигнала) / (сред- 

няя мощность шума в полосе частот РЕ УЛ RS 

16,67 Гц); а) система с активной паузой, ЦАР cess сав чз ета 

детектирование производится путем вычис- | 


СЧ ELO YEN ES c | 
ления взаимной корреляции; 6) система c a pEi c ER БОЕ | 
активной паузой, фильтрация c помощью 0 аа дараг 


идеального фильтра нижних частот с ча- патта RNC VEA Vedi. дЫ 


ЕЕ CENETO ARCU DER CA 3 
стотой отсечки 120 Гц, детектирование c А Dese 
АНУ 


помощью квантования, в) то же, что и (6), $ 
HO система с пассивной паузой; e) TO же, ТРЫ RA EE ВВ ELE 1 


что и (в), но при наличии стартстопной 6 8 10 12 № 16 18. 20 `22 26 
синхронизации, подверженной влиянию шу- Р/Р, 06 — 
MOB 4f. 


значений m и Af показана зависимость pa = р; (6.74) от отношения 
Р/Р ap. Экспериментальные точки а были получены для раннего 
варианта оборудования, показанного на рис. 2.7, с системой 
{7 (Г, 9)), состоящей из синусоидальных и косинусоидальных HM- 
пульсов согласно рис. 1.1. 

Пусть система {7(}, 0)} состоит из функций 


И а ІД ЗАБЕС 6.75 
[(, 9) n (rmm 0 — j) TOO p) | 


ОЕ 67m — 55:07-70:09 —89 Pr 


Уравнение (6.74) также применимо к этой системе. Энергия этих 
функций концентрируется в частотном диапазоне — 1/2 <= 
=} Г/т< 1/2 с шириной полосы Af — m/2T —16,6 Гц. 

Согласно $ 2.1 значения коэффициентов a(j) получаются оди- 
наковыми как в случае, когда F(0) умножается на функции (6.75) 
и произведение интегрируется, так и в случае, когда F(0) пропу- 
скается через идеальный фильтр нижних частот с полосой 16,6 Гц 
и подвергается дискретизации. Таким образом, (6.74) выполняется 
и для фильтрации, и для дискретизации импульсов (6.75). Приме- 
нение фильтра нижних частот с полосой 120 Гц увеличивает сред- 
нюю мощность шума в (6.74) в 120/16,6—7,2 раза. Это означает 
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сдвиг кривой а (рис. 6.2) на 10log 7,22228,58 nb: сдвинутая кривая 
обозначена буквой 6. | 

_ Рассмотрим систему с пассивной паузой. Коэффициенты аҳ (j) 
могут принимать значения +b или 0 вместо +а или — а. Чтобы 
для коэффициента а, (ј) получить значение b вместо 0 или 0 вме- 
сто b, должны выполняться следующие условия: 


а) sign |a, ()— -- b + signa, (ў); e (6.76) 


6) 


: 1 : 
2, () — 5| «|a, (0 
или, что то. же самое, 


a, ) E 
а) ыр (< 1. 


Член as (i) —- o может быть равным 1/26 или —1/2b, так как 


а, (j) может принимать значения +b или 0. Поэтому условия 
(6.66) и (6.67) являются одинаковыми, но +а и —а надо заме- 
нить на (+1/2)6 и (—1/2)b. Средняя мощность сигнала, состояще- 


1 
го из M коэффициентов со значениями +b и 0, равна P= mb H, 


следовательно, | 
E b) — P/2m. (6.77) 


Сравнение (6.68) и (6.77) показывает, что для получения урав- 
нений, справедливых для системы с пассивной паузой, необходи- 
мо в уравнениях, справедливых для системы с активной паузой, 
Р заменить на (1/2)P. Это означает сдвиг кривых a иб (рис. 6.2) 
на 101002=3 nb. Сдвинутая кривая б обозначена через b. Резуль- 
таты измерений 6 получены добавлением теплового шума к пря- 
моугольным импульсам телетайпных символов, после чего иска- 
женные сигналы были пропущены через фильтр нижних частот C 
шириной полосы 120 Гц и поданы на вход телетайпного приемни- 
ка. Экспериментальные точки достаточно хорошо согласуются с 
кривой 6, несмотря на то, что прямоугольные импульсы не имели 
вид (6.79), фильтр нижних частот не был идеальным и магнит те- 
летайпного приемника лишь очень грубо можно считать квантова- 
телем амплитуды. Экспериментальные точки г относятся к той же 
телетайпной передаче, но по каналу с шумами передавались старт- 
стопные импульсы для синхронизации. Положение точек в и ê 
сильно зависит от обслуживания телетайпного приемника. 


6.2.2. Сигналы с ограниченной пиковой мощностью 


Ранее предполагалось, что средняя мощность сигнала является 
определяющим фактором вероятности ошибки. Однако обычно уси- 
лители мощности ограничивают пиковую мощность, а не среднюю 
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мощность. Рассмотрим усилитель, ограничивающий амплитуду на 
уровне +E и развивающий пиковую мощность РЕ. Средняя мощ- 
ность P и пиковая мощность Pg сигнала, состоящего из двоичных 
прямоугольных импульсов с положительной и отрицательной ам- 
плитудами, равны. Вероятность ошибки p, из (6.73) для одного 
символа (рис. 6.3) показана как функция Р/Рл;=Рь/Рдұ и обозна- 
чена «Теоретический предел». 

Пусть эти импульсы модулируют по амплитуде несущую. Кри- 
вая «Георетический предел» справедлива и при использовании не- 
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Рис. 6.3. Вероятность ошибки Рис. 6.4. Вероятность p[F(0)] амплитуд 
p как функции Ре/Рд; = (пи- 512 сигналов Ё; (9) попасть в интер- 
ковая мощность сигнала) /(сре- вал шириной 0,1. Для сравнения noka- 
дняя мощность шума в полосе зана гауссова плотность вероятности с 
шириной  Af—mj/2T). Сплош- тем же средним и дисперсией: 
ные линии: временнбе разделе- а, (0), а, (i); b, (i) = + 1; Е. (0) = 


ние, синусоидальная несущая, d 

коэффициент активности l; cu 

0,25; 0,05; пунктирные линии: = а, (0) + УЗ У [a, (i) cos 271/0 -+ 

четыре синусных и четыре ко- 

синусных импульса, показан pr > 

процент ограничения ампли- - by (i) sin 2л i 0] 
туды 


i=l 


сущей Уолша. Чтобы обеспечить такую же среднюю мощность, 
пиковая мощность синусоидальной несущей должна быть на 3 дБ 
больше; кривая т/п=1 (см. рис. 6.3) соответствует синусоидаль- 
ной несущей, модулированной по амплитуде двоичными прямо- 
угольными импульсами. | 
Только около четверти каналов телефонной многоканальной си- 
стемы занято в часы «пик». При использовании прямоугольных 
_ импульсов с КИМ усилители загружены только в течение 1/4 вре- 
мени, в то время как в течение 3/4 времени либо не передается ни- 
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каких сигналов, либо передаются не очень нужные сигналы. Что- 
бы получить среднюю мощность сигнала такой же величины, ка- 
кую мог бы обеспечить усилитель, если бы он усиливал сигналы 
в течение всего времени, необходимо увеличить пиковую мощность 
на 101064256 дБ. Кривая для этого случая на рис. 6.3 обозначе- 
на m[n-0,95. Отношение т/п называется коэффициентом активно- 
сти, где т — число занятых каналов, а п — общее число каналов. 

В наземных многоканальных станциях спутниковой связи ко- 
эффициенты активности очень малы, так как сумма коэффициен- 
тов активности наземных станций равна коэффициенту активности. 
ретранслятора спутника. Кривая для этого случая на рис. 6.3 обо- 
значена т/п = 0,05. 

Рассмотрим передачу двоичной информации синусоидальными 
и косинусоидальными импульсами или импульсами Уолша. Ре- 
зультирующие сигналы F(0) имеют очень большие пики, несмотря 
на то, что все амплитуды имеют гораздо меньшие значения, чем 
пики. На рис. 6.4 показана вероятность того, что такой сигнал 
имеет амплитуду в интервале шириной 0,1. Там же показана гаус- 
сова плотность вероятности, имеющая то же среднее и среднеква- 
дратическое отклонение. 

Согласно результатам, полученным в $ 5.24, эта функция 
плотности вероятности очень точно аппроксимирует функцию ве- 
роятности амплитуд сигналов, состоящих из суммы импульсов 
Уолша. Для отрицательных значений F(0) график, изображенный 
на рис. 6.4, продолжается симметрично. 

Если передаются большие, но редкие пики, то средняя мощ- 
ность сигналов будет очень мала. Чтобы увеличить среднюю MOM- 
ность сигнала, большие пики надо ограничить. На рис. 6.3 пунк-. 
тирными линиями показан результат ограничения амплитуды для 
синусоидальных и косинусоидальных импульсов при наличии ад- 
дитивного теплового шума. Параметры 0,64; 4,6; 13 и 32% пока- 
зывают ограничение амплитуды в процентах. Кривые справедливы 
для передачи без несущей или для передачи на несущей Уолша. 
Они приблизительно справедливы также и для отнополосной MO- 
дуляции синусоидальных несущих. Для импульсов Уолша полу- 
чаются очень похожие кривые [1]. В результате ограничения сум- 
мы синусоидальных и косинусоидальных импульсов небольшая 
часть энергии переходит в соседние частотные диапазоны [2], в то 
время как в результате ограничения сумм импульсов Уолша энер- 
гия не переходит в соседние частостные диапазоны. 

Из рис. 6.3 можно сделать следующие выводы: последователь- 
ная передача двоичных прямоугольных импульсов дает наимень- 
шую вероятность ошибок, если коэффициент активности близок 
к 1. Параллельная передача синусоидальных и косинусоидальных 
импульсов или импульсов Уолша приводит к наименьшей вероят- 
ности ошибок, если коэффициент активности равен 0,5 или меньше. 
Точное значение процента ограничения амплитуды некритично. На 
рис. 5.8 показаны характеристики ограничителя и плотность веро- 
ятности ограниченных амплитуд с гауссовым распределением для 
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13% ограничения. Заметим, что уменьшение коэффициента актив- 
ности не изменяет энергию импульса в случае последовательной 
передачи, в то время как в случае параллельной передачи средняя 
энергия не будет изменяться и энергия импульса будет увеличи- 
ваться, если используется усилитель с автоматической регулиров- 
кой усиления. | 

Рут из Technische Hochschule Aachen показал, что рассмотрен- 
ные в $ 5.2 компандеры с характеристикой, описываемой функци- 
ей ошибок, позволяют получить лучшие результаты, чем при огра- 
ничении, если вероятность ошибки ниже 10-5. 

Если прямоугольные импульсы заменить другими импульсами, 
то при использовании последовательной передачи необходимо для 
получения равной вероятности ошибки увеличить пиковую мощ- 
ность. В табл. 6.1 показано увеличение АР», требуемое для неко- 


Таблица 61 


Увеличение пиковой мощности ЛР сигнала по сравнению с пиковой мощностью 
прямоугольного импульса для получения одинаковой вероятности ошибки 


PENES 
Форма импульса АРЕ ‚ДБ 
UU MMM——M——M—M—M———— 


Прямоугольный импульс при "прямой передаче (без несущей), 


Е для 0 < £< Т/п, 0 — вне интервала 0. 
Приподнятый косинусоидальный импульс в частотной области 
коэффициент крутизны характеристики фильтра г == 1,8 
Тоже. г = 0,75 25 
» [075 4,1 
Приподнятый косинусоидальный импульс во временной облас- 
ти, рис. 2,15 112 
Треугольный импульс, E(1--nt/T), —T/n<t<0 
E(1—nt/T), 0 << Т/п 1,8 


торых типичных форм импульсов. Для получения кривых, соответ- 
ствующих этим формам импульсов, сплошные кривые (рис. 6.3) 
надо сдвинуть вправо на ЛРе. «Приподнятый косинусоидальный 
импульс» в частотной области определяется уравнением 


FHT) 295 sin zx nt/T cos m rnt/T 
nt/T 1 — (2rnt/T)* 


7 


г — есть так называемый коэффициент крутизны характеристики 
фильтра нижних частот, используемого для образования. импуль- 
са [3]; п — число каналов и T/n — длительность прямоугольного 
импульса, если и таких импульсов надо передать в течение вре- 


мени T. 
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6.2.3. Импульсные помехи 


Вероятность ошибки цифровых сигналов не зависит от вида си- 
стемы ортогональных функций, используемых для передачи, если 
помехи вызваны аддитивным тепловым шумом. Для импульсных 
помех, которые более важны при использовании телефонных JIH- 
ний, чем тепловой шум, это утверждение неверно. 

Предположим, что амплитуда импульса помехи много больше 
наибольшей амплитуды неискаженного сигнала. Пусть эти им- 
пульсы проходят амплитудный ограничитель. Если время нара- 
стания и время спада импульсов достаточно малы, то на выходе 
получим прямоугольные импульсы, разной длительности, HO C оди- 
наковой амплитудой. Будем наблюдать эти импульсы за R времен- 
ных интервалов длительностью T; пусть в г интервалах будет по 
одному импульсу. Если г и К достаточно велики, TO r|R есть веро- 
ятность появления импульса в течение интервала длительностью 
T. При стремлении ги К к бесконечности для г/Ю можно записать 
У,(Т), где Wi(T) — функция распределения появления импульса. 

Будем определять длительность импульсов Ат, и пусть q из Q 
импульсов имеют длительность Ат, т. Предел отношения q/Q 
при стремлении q и Q к бесконечности обозначим через W2(ts). 
Это есть функция распределения длин импульсов. 

Предположим, что моменты появления и длительность импуль- 
сов статистически независимы. Функцию совместного распределе- 
ния W(T, v.) тогда можно представить B виде произведения 


V KB Ts) = V, (T) W, (Ts). (6.78) 


Если не выполняется условие статистической независимости, TO 
W(T, Ts) нельзя определить путем раздельного измерения У, (ТГ) и 
У. (‹.). В этом случае требуется не Р +0, a RQ измерений. 

Функция распределения W(T, ts) применяется, когда на интер- 
вале длительностью Т появляется один импульс. Если появляется 
большее число импульсов, вычисления сильно усложняются. По- 
этому далее предполагается, что появление более одного импуль- 
са в течение этого интервала происходит очень редко. 

Обозначим через р вероятность того, что сигнал длительно- 
стью Т искажается импульсом длительностью Ат, т; до такой 
степени, что происходит ошибка. Вероятность ошибки при усло- 
вии, что принят импульс длительностью Лт, <т,, равна: 


в pus, Аът.) = МО ОИ 
p < des Ат; < s) 

Условную вероятность рь можно вычислить для различных 
форм импульсов и методов обнаружения. Если W(T, т.) известна 
из измерений, то р можно вычислить. Знание рь достаточно для 
сравнения помехоустойчивости различных форм импульсов и ме- 


тодов обнаружения. 
Предположим, что передаваемый символ состоит из M прямо- 


угольных импульсов, как показано На рис. 1.3 для т=5. Каждый 
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импульс имеет длительность T/m. Положительное или отрицатель- 
ное значение амплитуды определяется с помощью отсчетов значе- 
ний сигнала. Импульс помехи длительностью Ат, >Т/т вызывает 
ошибку с вероятностью рь—1/2, так как половина помеховых HM- 
пульсов меняет знак, по крайней мере, одной из т квантованных 
амплитуд. С возрастанием Ат, в интервале О<Ат,—<Т/т вероят- 
ность рь линейно возрастает, как это показано на рис. 6.5 (кри- 
вая 1), | 

Пусть теперь знак амплитуды прямоугольного импульса опре- 
деляется взаимной корреляцией. Это означает, что дискретизации 
‚ подвергается напряжение на выходе интегратора. Если неискажен- 
ный сигнал имеет амплитуду +а или —а, то амплитуды принято- 
го сигнала можно ограничить на уровне +a и —а. Импульс NO- 
мехи с положительной амплитудой, наложенный на сигнальный 
импульс с амплитудой +а, будет подавлен полностью. С другой 
стороны, амплитуда отрицательного импульса помехи будет огра- 
ничена на уровне —2а, так как а—2а=р— а. Это есть наименьшая 
амплитуда, которую пропустит ограничитель. В среднем половина 
импульсов помехи имеет амплитуду +20, а половина — —2а, в 
противном случае на выходе будет нулевая амплитуда. Если дли- 
тельность импульса помехи Ат. так мала, что выполняются следу- 
ющие соотношения: | | 


ад. = ар (6.80) 
д ТИ 
то ошибки не произойдет. 
При выполнении условия 
аТ/т < 2a Ат, < ЗаТ/т или Т/2т < Ат, < Тт (6.81 


условная вероятность рь зависит от времени появления импульса 
помехи. При Ats=T/2m рь скачком увеличивается от 0 до 1/4 и 
линейно растет до 1/2 для больших значений Av, как показано на 
рис. 6.5 (кривая 2). При Ат=Т/2т существует сильный пороговый 
эффект. | 

Рассмотрим передачу символов, составленных из т функций 
Уолша. Пусть каждая функция имеет амплитуду +а/т или —а/т. 
Наибольшая и наименьшая амплитуды суммы т таких функций 
равны +аи —a. Поэтому амплитудный ограничитель может иметь 
порог ограничения на уровне +а и —а, не изменяя неискаженный 
сигнал. 

Пусть m будет степенью 2. Если в некоторый момент M—k 
функций Уолша имеют амплитуду +а/т и k функций имеют aM- 
плитуду —а/т, то сигнал имеет амплитуду аһ: 


а, = (1—2k[m)a, Е=0, 1,...,т. (6.82) 

Вероятность появления ак обозначим через 7 (k): 
2g (". 6.83 
п 2" (т) | (6.83) 
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После амплитудного ограничения на уровнях +а амплитуда 
импульса помехи bk, наложенного на амплитуду сигнала аһ, MO- 
жет принимать одно из двух значений: 


b, = a— (1 — 2^/т) а = 2ka[m (6.84) 


HJIH 
6, = — a — (1 — 2k/m) a = — 2 (1 — k/m) a. (6.85) 


Вероятность г.(Ю) того, что амплитуда 6» принимает значение Me- 
жду —2аи --2а, получается из (6.83): 


")- 2"(") 


На рис. 6.6 в качестве примера показана вероятность fs(k) для 
т=8. После амплитудного ограничения как положительные, так 
и отрицательные импульсы помехи имеют распределение Бер- 
нулли. 

Взаимная корреляция бинарного сигнала Fy (0), составленного 
из импульсов Уолша wal(j, 0). 


(6.86} 


m—1 
F (в) = = V a, (ча 9), a.) = +1, 
j=0 
дает 
Ps T t 
a 
F (0) wal(l, 9)dt ==, 0= —-,1=0, .. ,m—1. (687) 
—T!2 


Согласно (6.84) и (6.85) абсолютное значение амплитуды импуль- 

са помехи не может быть больше 2а и, если ero длительность Лт: 

так мала, что выполняется условие 2аАт.«аТ/т, ошибки He воз- 

никает. Поэтому рь=0 для 
де (6.88) 

2m 

Это совпадает со значением для прямо- 

угольных импульсов. 

Вычисление условной вероятности 
ошибки Рь при наличии импульсов поме- 
хи большой длительности очень громозд- 
ко [6]. Результат вычислений приведен 
на рис. 6.5 (кривая 3). Вероятность ошиб- 


D 02 0; 
455 / (T/m) — = 


05 08 10 


Рис. 6.5. Вероятность рь 


ошибки BOS HURAO A ee LLL MAOT O TEKE том CZ MID E 
из-за ‘помехового им. НЫХ Импульсов, и имеет несколько TO- 
пульса длительностью рогов З 

Ат, /(Т/т): Лучшие результаты можно получить, 


1 — прямоугольные импуль- 
сы (рис. 1.3), дискретизация; 
2 — те же прямоугольные HM- 
пульсы, корреляция; 3 — HM- 
пульсы Уолша, корреляция 


если сигнал, составленный из импульсов 
Уолша или синусоидальных и косинусо- 
идальных импульсов, ограничен по ам- 
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плитуде B передатчике, как это рассмотрено в $ 6.2, так как ам- 
плитудный ограничитель в приемнике может работать по более 
низким уровням. 


Е 6. 8. 
КОДИРОВАНИЕ 


6.8.1. Кодирование двоичными элементами 


В $ 2.1 был рассмотрел вопрос о представлении сигнала функ- 
цией времени Р, (0), вектором Е, или набором коэффициентов 
ау (1). Набор из К различных сигналов называется алфавитом. On- 
ределенная функция Ру (9) называется символом алфавита. Здесь 
будут рассмотрены некоторые задачи построения символов, для 
которых ортогональность можно использовать как преимущество. 

Воздействие помехи на символ может привести к неправиль- 
ному распознаванию символа. На приемной стороне для опреде- 
ленного типа помех вероятность этого события можно уменьшить 
с помощью соответствующего выбора R символов алфавита. Ниже 
будут исследованы некоторые методы правильного выбора. Пусть 
К символов представлены т коэффициентами: 


а, (0), а, (1), Av „а, (mm — 1); = 1, а „К. (6.89) 


Такие алфавиты называются блочными кодами. Используя систе- 
му функций (/(j, 0)}, ортогональных на интервале —1/2—<0=— 1/2, 
получим представление с помощью временных функций: 
т—1 
Е, (0) = У а, (FCG, 9). (6.90) 
j=0- 

В общем случае сигнал на входе приемника может быть Nepe- 
менной во времени напряженностью электрического или магнитно- 
го поля, либо переменным во времени напряжением или током. 
При отыскании алфавитов, обеспечивающих низкую вероятность 
ошибки, предпочтительнее. использовать временнбе представление. 
Однако в $ 5.1 было показано, что функция f(j, 0) несущественны 
и только коэффициенты ay (j) определяют вероятность ошибки при 
наличии аддитивного теплового шума. Разные системы функций 
U(j, 9)) требуют для передачи разные полосы частот, различны 
также и трудности генерирования и распознавания, но они не вли- 
лют на вероятность ошибки. В этом частном случае символы мож- 
но представлять коэффициентами ах (Í). | 

Дальнейшего упрощения можно добиться ограничением коли- 
чества значений коэффициентов а, (]) до двух, которые обычно 
обозначаются +1 и —1 или 1 и 0. Часто делают дополнительное 
предположение, что помеха либо не изменяет коэффициент, либо 
меняет его значение на другое разрешенное. Это означает, что 
символ с коэффициентами a, (0) = +1 и a4(1) = +1, записанный в 
краткой форме как +{1-+1, может быть изменен помехой только B 
одну из четырех форм +1+1, +1—1, —1+1 или —1—1, a не, Ha- 
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пример, в +1/4+1/2. B $ 5.2 было показано, что коэффициент 
а; (ј) изменяется помехой в коэффициент a(j), который может 
принимать любое значение, даже если а, (]) принимает только 
значения +1 или —1. Есть целый ряд причин, по которым часто 
для 2(ј) являются разрешенными только значения +l или — 1. 
В начале развития теории кодирования обычно предполагалось, 


' что функциями [ (1, Ө) являются прямоугольные импульсы, декоди- 


рование которых производится квантованием по амплитуде. Поло- 
жительная амплитуда принималась за +1, а отрицательная за —1. 
Это квантование изменяет суммы в (5.24) и (5.25) и в общем слу- 
чае увеличивает вероятность ошибки. 

Помехи, отличные от аддитивного теплового шума, требуют, в. 
принципе, исследования их влияния на функции времени Ё, (0), а 
He на коэффициенты ах (/). В предыдущем параграфе было noka- 
зано, что влияние импульсных помех зависит от вида функций 
ЕСТ, 9) и от порога ограничения. Несмотря на эти результаты, обыч- 
но рассматривают только коэффициенты кодовых алфавитов, KO- 
торые выбираются с учетом устойчивости к импульсным помехам, 
и различают только положительные и отрицательные значения 
коэффициентов. Это объясняется требованиями к простоте обору- 
дования и совместимости с существующей аппаратурой. 

Теория кодирования двоичными элементами основана на пред- 
положении, что неискаженные коэффициенты Q,(j) так же, как H 
искаженные коэффициенты G(j), могут принимать значения только 
+1 и —1 или Ти 0. В этом случае коэффициенты ау (ј) и a(j) 
обычно называют элементами. Алфавиты, состоящие из символов 
с равным числом элементов, называются двоичными блочными ал- 
фавитами или двоичными блочными кодами. Так как неискажен- 
ные и искаженные символы содержат только элементы +1 и — 1, 
то их можно считать двоичными числами. Тогда для решения за- 
дач кодирования можно использовать теорию чисел в применении 
к двоичным числам. Бинарное кодирование рассматривалось в 
большом числе работ, начиная с Хэмминга [1—5]. Хорошее обоб- 
щение дано в книге Питерсона [6, 7]. Небинарные алфавиты так- 
же рассматривались с применением тёории чисел [8, 9]. 

Значение кодового алфавита для связи зависит от той вероят- 
ности ошибки, которая может быть достигнута. Очень часто вы- 
числение этой вероятности ошибки затруднено. Поэтому для оцен- 
ки качества алфавита в теории кодирования двоичными элемен- 
тами обычно используют понятие «хэммингово расстояние». Оно 
обозначает число двоичных элементов, в которых различаются два 
символа. Например, символы +1+1+1+1+1 и +1+1+1+1—1 
или 11111 и 11110 имеют хэммингово расстояние 1. Вероятность 
декодирования искаженного символа X в символ % обычно умень- 
шается с увеличением хэммингова расстояния между этими сим- 
волами. Рассмотрим, например, символы, состоящие из последо- 
вательности прямоугольных импульсов. Чем больше число импуль- 
сов, в которых символы различаются, тем большим может быть 
число импульсов, подвергнутых искажению, без возникновения 


228 


M 


ошибки. Особенно полезно хэммингово расстояние, когда ограни- 
чена пиковая мощность, à He энергия сигнала. 

Следующий пример показывает, что большое хэммингово рас- 
стояние необязательно означает низкую вероятность ошибки. Из 
т элементов +1! или —i можно составить 2" символов. Мини- 
мальное хэммингово расстояние 4 между двумя символами рав- 
но 1. Можно увеличить d, составляя 2" символов из MM эле- 
ментов. Если количество энергии, приходящейся на один элемент, 
оставлять постоянным, то энергия каждого переданного символа 
увеличится B /m'/[m раз. Уменьшение вероятности ошибки частично 
достигается выбором символов и частично за счет увеличения их 
энергии. Часто удобно сравнивать два алфавита при равной энер- 
гии символов или при равной их средней энергии. Тогда символ 
с т'> т элементами содержит в M/M раз мёньшую энергию, при- 
ходящуюся на один элемент. Таким образом, хэммингово расстоя- 
ние увеличивается, но вероятность ошибки на один элемент так- 
же увеличивается, если, например, ошибки вызваны аддитивным 
тепловым шумом. Поэтому нельзя без вычислений сказать, какой 
эффект превалирует. | 


Примером уменьшения вероятности ошибки при действии ад- 
AHTHBHOTO теплового шума путем увеличения наименьшего pac- 
стояния Хэмминга могут служить алфавиты с одной проверкой на 
четность. Рассмотрим 2"—32 символа телетайпного алфавита: 


PRLI 
111!—1 
111—1 1 
111—1—! 


(6.91) 


ил: 

Минимальное хэммингово расстояние равно 1. Будем добав- 
лять ко всем символам, имеющим нечетное число единиц, IIpOBe- 
рочную цифру +1 и —1 ко всем символам, имеющим четное чис- 
ло единиц: 


Ez вые 

2. 1111— 1—1 
3. 111—11— 1 
4, 111—1— 11 


(6.92) 


o 


HETEL: 

Таким образом, минимальное хэммингово расстояние увеличе- 
но до двух. Энергию на один элемент надо уменьшить в 5/6 раза 
или в общем случае в m/m--l раз. При больших значениях т KO- 
эффициент т/т+-1 стремится к единице, B то время как хэммин- 
гово расстояние удваивается. 

Наименьшее хэммингово расстояние между символами алфа- 
вита может быть сделано равным 3, 4, ..., в общем случае d до- 
бавлением произвольного количества проверочных цифр. Эти ал- 
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Коэффициенты а (j) символов алфавита (16,5) согласно Риду—Мюллеру, 
4 92, j—0, ..., 15 


№ пп. 


о о ч о Ci» м н 


— m 
m MET) 


12 


ИЕ 


Таблица 6.2 
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фавиты называются систематическими алфавитами. При d—21--1 
можно правильно декодировать все символы, если помехами ис- 
кажено не более l элементов. При d—214-1 можно исправить /—1 
ошибок и обнаруживать без исправления l ошибок. Таким o6pa- 
зом, различают алфавиты, исправляющие / ошибок, и алфавиты, 
обнаруживающие [ ошибок. Такое разделение необходимо только 
в том случае, если искаженные коэф- 

фициенты 4,]) могут принимать толь- 015 
ко значения +1 и —l. 

2" символов, состоящих из M би- E 10 
нарных. элементов | и 0, образуют &€' ' 
группу по отношению к сложению IIO "" pp 
модулю 2. Заметим, что функции 
Уолша имеют такое же свойство [11]. 
Алфавит называется двоичным груп- 0 2622-6 НОЕ 
повым алфавитом или двоичным груп- тб, [а — 9, 
повым кодом, если его символы Opa- Рис. 6.6. Вероятность r,(k) am- 
зуют подгруппу этой группы. Систе- плитуд br помеховых импуль- 
матический групповой код — это CH- COB после амплитудного огра- 

v ничения; сигналы содержат 
стематический код, символы которого т=8 импульсов Уолша 
образуют группу. 

Специальным классом бинарных групповых кодов являются 
коды Рида—Мюллера [5, 10]. Их символы содержат т элементов, 
где т — степень 2. Количество проверочных элементов равно M— 
—; число символов равно 2^, k равно 


к-у (n). г< т. _ (6.93) 


t 
i=0 


Минимальное хэммингово расстояние равно d —2m-r, 


Рассмотрим пример, где т=24=16 и гт=| (алфавит Рида— 
Мюллера первого порядка). Следовательно, d—25-1—8 и Ё 1+ 
+4=0. Этот алфавит содержит 25—32 символа, содержащих по 
16 элементов, 16—5=11 из которых — проверочные. Этот алфа- 
вит обозначают как (16, 5) или в общем случае как (т, Е). В 
табл. 6.2 показаны символы этого алфавита (16, 5), элементы в 
котором обозначены +1, —1. Сравним знаки элементов первых 
16 символов с функциями Уолша (рис. 1.2). Знаки соответствуют 
положительным и отрицательным амплитудам функций Уолша. 
Знаки элементов символов 17—82 получаются изменением знаков 
элементов символов 16-1. Поэтому алфавит Рида—Мюллера 


можно составить следующим. образом: 1/2т функций Уолша 
Е : —2 
а 0) =0; Е o ° представленных в виде т положи- 


тельных и отрицательных знаков, дают первую половину символов, 
вторая половина символов представляется функциями —wal(j, 0). 
Таким образом, алфавиты Рида— Мюллера принадлежат к клас- 
су ортогональных алфавитов. 
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6.3.2. Ортогональные, трансортогональные и биортогональные 
коды | 


Для простоты рассмотрим алфавит (4, 3), а не алфавит (16. 5). 
Он содержит 23=8 символов. Первые четыре из них — это первые 
четыре функции Уолша (рис. 1.2): 

П В Е а. | 
2. —1—1 1 |] 
3.—1 1 1 —1 
4. 1—1 1 —! 
Можно считать, что элементы (6.94) образуют матрицу!) X. По- 


меняв строки и столбцы местами, получим транспонированную 
матрицу Х*: | 


(6.94) 


1—1—1 1 
1—1 1 —l 
2 — 
КЕС ТЕТ ME (6.95) 
1 1—1 —! 
Произведение XX* равно единичной матрице, умноженной на 4: 
1 11 IJl —1. 41 1000 


—]—11 И 1 —l и! 15029 6.96) 
EE NIS es [565]: 9705]: 01 > 
l1 —1 1 —l1 |1 1—1 —1 0001 
Матрица называется ортогональной, если умножение матрицы 
на транспонированную дает единичную матрицу, умноженную на 
некоторый коэффициент. Алфавит называется ортогональным, если 
его элементы могут быть записаны как элементы ортогональной 
матрицы. Алфавит (6.94) есть ортогональный алфавит; символы 
1—16 из табл. 6.2 образуют ортогональный алфавит, как и CHM- 
волы 17—92. | | 
Опустим во всех символах (6.94) третий элемент. Получится 
алфавит с тремя элементами и четырьмя символами: 


1. +1 4-1 +! 
2. —1 —1 +! 
3. —1 +1 —1 
4. +1 —1 —1 
Умножение матрицы Y на транспонированную матрицу Y*: 
105551 


(6.97) 


]—1—1 1] 
Ү* = |1 —1 1—1 
1 1—1 —1 


]) Эта матрица — матрица Адамара [7—9]. 
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(6.98) 


У матрицы (6.98) разность между элементами главной диаго- 
нали и другими элементами больше, чем у единичной матрицы 
(6.96). Поэтому алфавит (6.97) называют трансортогональным. 
На примере алфавитов (6.94) и (6.97) очевидно практическое: 
значение трансортогональности. Оба содержат четыре символа, 
и хэммингово расстояние между любыми двумя элементами равно’ 
двум. Однако алфавит (6.94) требует четыре элемента, а алфавит: 
(6.97) — только три. 

Пусть символы алфавита (6.97) представлены векторами: 


1. В = + е + € + е.. 3. F, = —е + е —е.. 
2 Е, = —е —e,-e. 4. Е. = + е, —е, — ео. 


Концы этих четырех векторов являются вершинами тетраэдра, по- 
казанного на рис. 2.4а, если начало системы координат располо- 
жено в центре тетраэдра и система координат повернута соответ-- 
ствующим образом. 

У трансортогональных алфавитов с более чем четырьмя CHMBO- 
лами члены вне главной диагонали матрицы YY* близки к нулю.. 

Добавим к ортогональному алфавиту (6.94) символы, получен- 
ные изменением знаков элементов: 


5. —] +1 —1 +1 
6. +1 —1 —1 +1 


7. +1 —1 —1 
8. —] —1 —1 —1 


Алфавит (4, 3), состоящий из символов (6.94) и (6.99), называется 
биортогональным. Алфавит (16, 5) (табл. 6.2) является также би- 
‚ ортогональным. Любой символ биортогонального алфавита имеет 
хэммингово расстояние от любого другого символа, равное d, Kpo-- 
ме одного символа, который имеет расстояние 24. Примером би- 
ортогонального алфавита, не являющегося алфавитом Рида—Мюл- 
лера, является алфавит, показанный на рис. 2.46 в виде октаэдра. 

Перейдем от представления символов элементами или коэффи- 
циентами к представлению в виде временных функций. Рассмот- 
рим систему из 16 ортогональных функций f(j, 0). Каждую функ- 
цию умножим на один из 16 коэффициентов символа табл. 6.2 и 
произведения сложим. Если функции /(ј, Ө) представляют собой 
прямоугольные импульсы, то первые 16 символов будут совпадать 
с функциями Уолша (рис. 1.2), а остальные 16 символов — с теми 
же функциями Уолша, но умноженными Ha — 1. 
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(6.99) 


Таблица 63 


Коэффициенты а (j) символов троичного биортогонального ал 


фавита, 


4 15 


„ 32, 1—0, .. 


А 


15 


14 


№ пп 


о о о н 
+ 
e КИ) 
+ 
о m= O C 
+ 


10 
41 


12 
13 
14 
15 
46 
17 
18 


19 
:20 


-21 


22 


28 


24 


25 


:26 


27 


.28 
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30. 


31 


-32 
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Вместо умножения 16 прямоугольных импульсов на +1 или 
—1 и сложения произведений можно с тем же успехом умножить 
одну функцию Уолша на +1 или —1, а другие пятнадцать — на 0 
и произведения сложить. Тогда символы представляются коэффи- 
циентами +1, —1 и 0, как показано в табл. 6.3, где в первой 
строке показан индекс j функции wal(j, 0), а в первом столбце — 
номер символа X. Функции wal(j, 0) умножаются на коэффициен- 
ты +1, —1 или 0. Суммирование произведений осуществляется 
тривиально, так как только одно произведение отлично от нуля 
для каждого символа. 

Интересно, что троичный алфавит табл. 6.3 и бинарный алфа- 
вит табл. 6.2 дают одни и те же сигналы. Оба алфавита должны 
давать одинаковую вероятность ошибки при воздействии любых 
типов помех. 

Вместо того, чтобы представлять символы троичного алфавита 
(табл. 6.3) 16 функциями Уолша, можно использовать константу 
7(0, 0), восемь синусоидальных и семь косинусоидальных импуль- 
сов согласно рис. 1.9. Частотный спектр мощности первых пяти 
импульсов представлен на рис. 1.24 кривыми а, би в. Шестнадца- 
тый символ будет равен ЁР (0) = V 2зщ(16л0- (1/4) х). Частот- 
ный спектр мощности этого символа будет сконцентрирован около 
v= (рис. 1.24). Выбрав T—150 мс, что является наиболее часто 
используемым стандартом для телетайпных сигналов, получим 
указанные на рис. 1.24 ненормализованные частоты. Сигнал Ё. (0) 
будет иметь энергию, сконцентрированную около частоты 53,33 Гц, 
и практически не будет иметь энергии на частотах выше 60 Гц. 
Однако на основе того, что сигналы, рассмотренные выше, зани- 
мают узкую полосу частот, нельзя делать вывод, что алфавит 
табл. 6.3 лучше алфавита табл. 6.2. Можно умножить импульсы 
согласно рис. 1.9 на коэффициенты +1 и —1| табл. 6.2 и просум- 
мировать произведения. Получившиеся 32 сигнала почти не име- 
ют энергии на частотах выше 60 Гц. 


Из 16 двоичных коэффициентов можно составить 216 символов. 
Алфавит (16.5) табл. 6.2 использует из них 25. Обычно говорят, 
что этот алфавит содержит пять информационных цифр и ll npo- 
верочных или что каждый символ содержит 5 дв. ед. информации 
и 11 дв. ед. избыточности. Из 16 коэффициентов троичного алфа- 
вита можно построить 3'8 символов. В алфавите (табл. 6.3) ис- 
пользуется из них 25; на каждый символ приходится 5 дв. ед. ин- 
формации. Однако не стоит считать, что при этом будет 1055 (318— 
—25) избыточных цифр. Понятие избыточности применимо только 
в том случае, если рассматриваются алфавиты одного порядка. 
Если не наложить этого ограничения, можно предположить, что 
алфавит (16, 5) получен из rt символов алфавита порядка г, a не 
из 216 символов алфавита второго порядка. 


Понятие расстояния оказалось полезным и в общей теории ко- 
дирования, не ограничивающейся двоичными элементами. Для то- 
го чтобы обобщить понятие хэммингова расстояния, рассмотрим 
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два символа, представленных Ha интервале —1/2%0=<1/2 функ- 
циями времени Fy (0) и F4, (0). Энергия, необходимая для преобра- 
зования Fy (0) в Fy (9), равна Wy: 


W = г: [F,, (9) — Е, (0) d Ө. (6.100) 
Энергия символа F (0) eR W,: 
И, = | Е? (0) 46. (6.101) 
Средняя энергия всех R р алфавита равна W: 
УИ, (6.102) 
y=! 


_ где р, — вероятность передачи символа Y. 
Энергетическое расстояние 1) dyp символов Fy (9) и Fy (0) onpe- 
деляется нормализацией энергии у: 
= W yW. (6.103) 


Пусть Р, (0) и F4(0) образованы из m ортогональных функций 


КР 0): 


т— 1 т—1 
Е, (0) = У а, (77, 9; Е, (0) = V а, GG, 0). (6.104) 
ј=0 > j—0 | 
Для Ужи Wy получаем: 
т—1 m—1 
У = У[4, 0-—2a W= Y a0. (6.105) 
ј==0 E 


Пусть все символы имеют одинаковую энергию W-—W.. Тогда no- 
лучаем 


т—1 
а РЖ E Е (0) do 1 2 Еи (6.106) 
е а | (0) F (0) 40-1 — {= . (6.106) 
су T EN m $i 
j=0 У 


Для всех символов табл. 6.3 выполняются следующие соотно- 


шения; 
m—1 15 


Y 2()= У 2 (0) = 1; 

i=0 1—0 
m—1 б E для X —32— p-FH; 
| У a, (ра, = У a, (ра, (i) = +1 ДЛЯ Х = т; 
1270 [30 О для xy3&w, 32— 3p + 1. 


1) В случае бесконечного интервала интегрирования используется термин 
«нормализованная несхожесть» [10]. 
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Тогда для символов табл. 6.3 получаются следующие а 
ские расстояния: 


4 для Х= 32 — Ф + l; 
ар = |0 для y =; | (6.107) 
2 для «359, 32— 4+ 1. 
Для символов табл. 6.2: 


m—1 
У, а? (j) = y а? (j) = 16; ... (6.108) 
j=0 . j=0 
mi — 16 для y = 32 — № + l; 
У a, (i)a (i) = y а, (ра, (]) = + 16 для х = v; (6.109) 
JA j=0 О для «sew, 32— Ф + 1; 


4 для Хх = 32 — Фр + l; 
(du = 10 для y = р; 
2 для «y, 32 — р + 1. 


Если Уж в (6.103) разделить не на W, a на Wilogsm- 0/4, то 
расстояния d44 символов табл. 6.2 будут иметь значения 16, 0 или 
8. Это есть числа элементов, в которых символы отличаются друг 
от друга, т. е. их хэмминговы расстояния. 

Энергетическое расстояние dyp между двумя символами равно 
квадрату вектора, соединяющего сигнальные точки в сигнальном 
пространстве. Эти векторы на рис. 2.4 обозначены линиями между 
сигнальными точками. Термин «расстояние» при векторном пред- 
ставлении имеет очевидный смысл. Из-за нормализации dyp для 
векторного представления необходимо потребовать, чтобы сиг- 
нальные точки имели среднее расстояние от общего центра тяже- 
сти, равное 1. 

Пусть R символов биортогонального алфавита записаны в TA- 
кой последовательности, что выполняется соотношение 


p (0) — c4 T (0). (6.110) 
Следовательно, 
i 1/2 1 для y = y; 
w | F,GOF,Gd0—i—1 дя y—R—4 1, (61010) 
БЕСЕ 0 для yw, 8 — +l. 


Из (6.106) следует, что символ ҳ биортогонального алфавита име- 
ет энергетическое расстояние от символа К—х- 1, равное 4, и энер- 
гетическое расстояние, равное 2, от всех других символов, = 
=}, 


6.3.3. Кодирование для безошибочной передачи 


Формула Шеннона для пропускной способности канала связи 
доказывает, что в предельном случае возможна безошибочная пе- 
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редача. Из вывода этой формулы B $ 6.1 видно, как можно полу- 
чить коды, позволяющие приблизиться к пропускной способности 
канала и обеспечивающие вероятность ошибки, близкую к нулю, 
при наличии аддитивного теплового шума. | 

Рассмотрим систему ортогональных функций f(j, 0), разложи- 
мых по Фурье на интервале —1/2x:0«:1/2. Из таблицы выбирают 
случайные числа do(j) c гауссовым распределением и строят CHM- 
BOJI Fo (0) [1—3]: 2m 

т—1 
Е (0) = У (Е, Ө). (6.112) 
j—0 
Можно предположить, что числа do(j) представляют напряжения. 
Тогда Ро(0) является изменяющимся во времени напряжением. 
Если т бесконечно, то Fo(0) нельзя отличить от выборки теплово- 
го шума. 

Используя другой набор из т случайных чисел 0:(ј), можно: 
построить второй символ Г! (0). В общем случае, используя т слу- 
чайных чисел ау (ј) с гауссовым распределением, можно построить 
символ Fy (0). Ненормированная длительность этих символов рав- 
на Г. Пропускная способность канала (6.54) зависит от т, Ти 
среднего отношения сигнал/шум Р/Р, т: | 


т 
C= 7 log; (1 + PIP,, r): (6.113) 


Пусть n — наибольшее целое число, меньшее 2€7, и пусть будет 
построено N символов Fy (0): 


n — 1. (6.114) 


Эти п символов образуют первый алфавит. Пусть, таким образом, 
построим iL алфавитов с п символами каждый и выберем случай- 
но один алфавит. Если n и L стремятся к бесконечности, то Bepo- 
SITHOCTb того, что этот алфавит обеспечивает вероятность ошибки, 
стремящуюся к нулю, сколь угодно близка к единице. 

Эти «случайные алфавиты» очень хороши c теоретической 
точки зрения. Однако существуют практические трудности. Инте- 
ресно не только знать, насколько хорош алфавит в пределе, но и 
какова вероятность ошибки для конечного количества информации 
на один символ..Элайс нашел первый неслучайный алфавит, обес- 
печивающий сколь угодно малую вероятность ошибки при ограни- 
ченной энергии, затрачиваемой на передачу одной двоичной еди- 
ницы информации [4, 5]. Однако скорость передачи информации 
была много меньше, чем предел Шеннона. Так называемые ком- 
бинационные коды также дают очень малую вероятность ошибки 
и обеспечивают скорость передачи, близкую к пределу Шеннона. 


Хх = 0, i E 


*y 


6.3.4. Троичные комбинационные коды 


Совокупность т ортогональных функций f(j, Ө) может переда- 
вать т коэффициентов Qy (j). Если а; (ј) принимает три значения 
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+1, 0 и —1, ro можно построить К = 3" символов. Записав (14-2)7* 
вместо. 3", получим следующее выражение: 


к= (1 2)" = 20 (+2 (1) +. +2) +. xm. 


(6.115y 


Это разложение делит множество R символов на подмножества 
символов, содержащих одинаковое число функций f(j, 0). Суще- 


(m 3 5 
ствует = 20 lo] символ, не содержащий HH одной функции, так 
как все коэффициенты Qy (j) равны нулю. Кроме того, существует: 
т v v 
21 (7) =2m символов, состоящих из одной функции каждый, так 


как только один коэффициент а,(]) равен +1 или —1. Эти CHM- 
волы образуют биортогональный код. В общем существует 


9h Е символов, каждый из которых содержит А функций а, (ј) х 


Xf(j, Ө), где ау (1) равен +1 или —1. Так как u есть число: 


комбинаций по й функций из т, то эти коды называются троич- 
ными комбинационными кодами при Az&0,] или т. Таблица 6.4. 


т 
показывает число 2 |) символов в таких алфавитах. 


Таблица 6.4 


Число символов в троичных комбинационных кодах. Согласно [2] числа 
над линией характеризуют хорошие коды 


3 
3 
ho 
Qo 
d» 
сл 
o 
ES 
со 
e 
o 


4 E 6 ЕРЕСИ 16 18 20 


1 

2 4« 19:—: E 40-060. - 84— м 180 
3 | 8... 39 =“ 2802-7160 | 980- 28 1672 960 
4 16 80. 240 560 1120 | 2016 3360 
5 32 .192 672 1792- 4032 8061 
6 64 448 1792 5376 13440 
7 128 1024 4608 15360 
8 256 2304 11520 
9 512 5120 


2 
c 
„а 
[e] 
г 
I» 


Уравнение (6.115) дает для hm 2" |") =2m символов, KOTO- 
т 


рые содержат все т функций ax(j)f(j, Ө) с ах (j), равным +1 или 
—1. Они являются символами двоичных алфавитов. 
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_ Рассмотрим код c символами, содержащими A функций I 8). 
Каждый символ содержит A коэффициентов Qy (j), равных + do 
или —aeg и m—h коэффициентов, равных 0. Пусть эти символы пе- 
редаются. Взаимокорреляционная функция принятого сигнала с 
функцией f(j, Ө) дает коэффициенты a,(j). Пусть на сигнал дей- 


ствует аддитивный тепловой шум. Тогда получаются коэффициен- 


ты Q(j), которые имеют гауссово распределение со средними зна- 
чениями d-do, 0 или —а0, обозначаемыми aC9(j), aW(j) и aC9(j): 


У 


ао А NS a 


< ЗО ЕЭ Ce cq us cca езу 
0 
(6.116) 
(0) NX 
QE: а, 


ы do 
Дисперсия o? этих распределений получается из (6.60), (6.70) и 
(6.71): | 


ION E | 
ау (j) PB Р up 
gi c ААЛА pe вата ИИ АР. (6.117) 
BS a? A. Руһ Р nP 
й — число коэффициентов Qy(j) со значениями +4 или —üo; N= 


/ 

= log 2^ "i — информация, приходящаяся на символ, B дв. ед., 
если все символы передаются с равной вероятностью; Рһ,т — 
средняя мощность и ортогональных компонент теплового шума на 
интервале ‘ортогональности длительностью T; Р = һа? — средняя 
мощность сигнала; A[-—n[2T; Pap — средняя мощность теплового 
шума в полосе частот Af. Чтобы облегчить сравнение между двоич- 
ными и троичными кодами, используют чаще среднюю мощность 
шума Ри, т, a He Pa, т или Pm, т. 

Для декодирования согласно (5.25) необходимо из т принятых 


коэффициентов a(j) получить 2" (e CYMM: 


т—1 
5$, = Y ala) (6.118) 


j=0 
и определить наибольшую из них. M—h коэффициентов a (j) рав- 
ны 0 для любого №. Рассмотрим те суммы, для которых опреде- 
ленные коэффициенты аъ(]) равны нулю, например, те, для KOTO- 
рых j—0, ..., т—1—1. Оставшиеся й коэффициентов равны +40 
или —üp и дают 2^ различных сумм Sy. Наибольшая из этих 2^ 
сумм будет содержать A положительных членов a(j)as(j), в то 


время как оставшиеся т—/й членов равны 0. Наибольшей из всех . 


9h A CYMM S4 будет сумма, B которой не равные нулю члены CO- 


держат п коэффициентов a(j) с наибольшими значениями. Сумма 
будет наибольшей для передаваемого символа Р, (0), когда абсо- 
лютная величина h коэффициентов а+0() m aC 9(j) больше, чем 
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PTT 


- 


абсолютная величина m-—h коэффи- 
циентов  Qo(j) и если к тому же а!) 
а)(ј) больше нуля и 2—2(ј) меньше 
_ нуля. Следовательно, для безошибоч- 


ного декодирования должны выпол- umm 
пяться следующие два условия (см. 
рис. 6.7): 
1) все коэффициенты alti) = 
— 0+0 (7) /ао и —а—0=—0—0(ј)/а не- Бл а И (0) 
отрицательны: a 
І za 
(corri nu AMET, ME коо; (6.119) 
2) любой из А коэффициентов See DUN TU 
at) и —aC? не меньше абсолютной [а (| 
величины любого из m—h коэффи- | 
пиентов 209 = aO(j)/as. Выполнение это- SUUS 
го условия необходимо, если только PED 
выполняется условие 1: | a-la) 
f 
2 0 Í 
(4 (0) 
= 10 — |a | 20 Рис. 6.7. Плотности вероятно- 


СЕЙ сти a9, aC9, а), |a% | И 
при О< а" ,—a < оо. (6.120) а+о-__|а%| для троичного KOM- 


бинационного кода. Заштрихо- 
Функции плотности вероятности Wi(X) зенная’ плоадь^ Указывает 


для а и w»(y) для |a®| определя- ORBE 
ются (4.59). 
Вероятность p(a(*9«0)-— W,(0) того, что условие (6.119) не 


выполняется, равна 
0 


(а < 0) = W, (0) = —L— | ехр[-- (х — 1/263] dx = 
V 2n 6 298 
а [1 — eri (1/V/ Zo). (6.121) 
Вероятность р(—а—)<0) имеет то же значение: 
(а «0) = 11 ен (10029). (6.199) 


рһ означает вероятность того, что условие (6.119) не выполняет- 
ся, по крайней мере, для одного из h коэффициентов aD и at: 


p? — 1—[1—W,(0) = 1— 2101 еі (ИИ 2c)l. (6.123) 


Рассмотрим распределение a(t0—|a9|, 0<а)< oo. Плотность 
вероятности этой функции определяется (4.61) — (4.63). Вероят- 
ность того, что условие (6.120) не выполняется для ОДНОЙ ИЗ 
h(m—h) разностей a*9— |aO| и —4q(-)9— | a(|, равна 

0 
(+1) (0 | | 
p(a*? — |a | «0) _ yr (9) — | w (z) dz. (6.124) 


Этот интеграл был вычислен B (4.64). 
9—322 | 241 


— 0 


t 


DO, т-һ означает вероятность TOTO, что условие (6.120) не вы- 
полняется для всех h(m—h) разностей а+— |a9| и —a(-)— [a0]: 


pcc dte pe ое (6.125) 


Уравнения (6.123) и (6.125) дают вероятность ошибки p, для 
троичных комбинационных, биортогональных и бинарных (m, m)- 
кодов: 


Рт e = 1— (0 — p?) (1— ph ma) = 1—27* [1 + её (1/V 2o)]^ х 


1 [1 + erf (1/20)]? | (тв) 167 6.196 
5 ТОТО. Е ed 
Уравнение (6.126) дает при А=т вероятность ошибки для двоич- 
ного кода с т коэффициентами а, (j) и 2" символами: 


| т А т 
Ра = 1—(1— 8) (1—2) =1— [| ен (1 Зо)"; 


т т 
o= mP, [nP = Р, ЈР; п = log, [s — m. 


(6.127) 

Вероятность ошибки биортогонального кода получается при Al: 
| ET ) 

101—000) (1а) =1— S (У 29)x | 

| | 


2 l1+erf(1/V2o) 


T | 1 [I +erf (1/20)]? E 
9*=Р. r [P = РАнПР; п == 100.221 Е | zog. 2 | 
) 


(6.198) 


На рис. 6.8 показана вероятность ошибки для некоторых биор- 
тогональных кодов. Для сравнения показана вероятность ошибки 
двоичного кода (5, 5) (кривая п=5, т=5) и кода (16, 16) (кри- 
Bas n—16, т=16). График для случая n—5, т=5 аналогичен 
графику а на рис. 6.2. ` 

Выбор средних отношений сигнал/шум, отложенных по оси абс- 
цисс, требует объяснения. Смысл средней мощности сигнала P 
очевиден. Средняя мощность шума ЁР, т ортогональной компонен: 
ты теплового шума на интервале ортогональности длительностью Т 
используется как эталон. Р/Р. т дает неправильное представление, 
так как символы различных кодов передают различное количест- 
во информации. Лучше использовать P/n, т. e. среднюю мощность 
сигнала на один бит информации, а не Р. В результате получим 
отношение P/Par, которое используется Ha рис. 6.8: 


(P/nyP, r = Р/пР, r = PJP, т = Р/Р; Af = п/2Т. (6.129) 

Рассмотрим передачу символов с п=5 дв. ед. информации на 

символ с вероятностью ошибки 10-3. Согласно рис. 6.8 двоичный 
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№ U 


код (п=5, т=5) требует отношение Р/Рл; порядка 11 дБ, a би- 
ортогональный код (п=5, m= 16) — только 8 дБ. Следовательно, 
биортогональный код требует мощности сигнала Ha 11—8=3 дБ 
меньше. Этот выигрыш достигается ценой увеличения числа орто- 
гональных функций c т=5 до т=16 и увеличением в 16/5 раз 
функционально-временной области, занимаемой сигналом, или, 


* 
X 
ГА 


У Л pw 
Ds «X 798 


2 au LI 
т=6 


p —— 
S 


Рис. 6.8. Вероятность ошибки p 
биортогонального кода: 
P — средняя МОЩНОСТЬ сигнала; 


Рис. 6.9. Вероятность ошибки р 
троичного комбинационного ко- 
да; P, Pap, п и т определены 


‘нальный код требует 


Р др — средняя мощность теплового 


шума в полосе шириной Ad ио 
п — количество информации в би- 
тах, содержащееся в символе; T — 
длительность символа; т — число 
ортогональных функций в коде. 
Сплошные линии — биортогональ- 
ный код: пунктирные — бинарный 
код (5,5) и (16,16) 


другими словами, увеличением в 16/5 раз полосы частот. Рас- 
смотрим далее передачу символов с п=16 дв. ед. информации на 
символ с вероятностью ошибки 10-3. Согласно рис. 6.8 бинарный 
код (п=16, т=16) требует отношения Р/РАр = 11,7 nb; биорто- 
гональный код требует только 5,8 дБ. Таким образом, биортого- 
только около четверти мощности сигнала 
бинарного кода ((11,7—5,8) =5,9 дБ). Однако число функций не- 
обходимо увеличить с 16 до 32 768. 

Чем меньше требуемая вероятность ошибки, тем более оправ- 
дано использование биортогонального кода. Например, для веро- 
ятности ошибки 10-7 (кривая п=5, т=16 на рис. 6.8) требуется 
отношение P/P4; =11,2 nb, B то время как для двоичного кода 
(п=5, т=16) требуется отношение 14,8 дБ; мощность сигнала 
при этом можно уменьшить на 14 8—11,2=3,6 дБ. Эта разность 
мощностей увеличивается более чем на 7 дБ для кодов п = 16, 
т 39 768 и n—16, т= 16 при вероятности ошибки 1077. 
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B надписи к рис: 6.8; h — unc- 


ло ортогональных функций B 

символе. Пунктирные линии 

показывают вероятности оши- 

бок бинарных кодов (5,5) и 
(16, 16) 


На рис. 6.9 показана вероятность ошибки для троичных комби- 
национных кодов согласно (6.126). Сравнение с рис. 6.8 показы- 
вает, что троичные -комбинационные коды требуют ббльшего от- 
ношения Р/Рл;, чем биортогональные коды, но меньшего, чем дво- 
ичные коды типа (т, т). Например, биортогональный код n-10, 
т=512 для отношения PIPA- —=8 nb дает вероятность ошибки 
1075; сравнимый по вероятности ошибки комбинационный КОЛ 
—9,9, т=8, й=3 требует, чтобы это отношение было равно около 
10,5 дБ. 

Из рис. 6.9 видно, что существуют коды, которые передают 


больше информации и с тем же числом функций т, что и бинар- 


ный код (т, т), и тем не менее дают более низкую вероятность 
ошибки. Механизм действия этих кодов более сложен, чем обмен 
«увеличение числа функций на уменьшение мощности сигнала». 

Рассмотрим кривую для п=8,8, m—8, й=3. Символ двоичного 
кода (8,8) передает восьмью функциями информацию, равную 
8 дв. ед., что меньше, чем 8,8 дв. ед. у троичного комбинационного 
кода, который также требует т=8 функций. Вероятность ошибки 
двоичного кода (8,8) представлена кривой, которая находится 
между кривыми для п=5, т=5 и й=16, т==16 (рис. 6.9). Для 
вероятностей ошибок между 10— и 10-Т эта кривая почти на 3 дБ 
правее кривой п= 8,8, т=8, h—3. 

Рассмотрим вероятность ошибки pO. һ (6.126) для больших 
значений т и п. Используя аппроксимацию 


Posi- e, x»lul—yze".y«l, 


можно получить 
| E 
pe ,cl—e ; т» 1, 


VOD Ра; m | V | P 
= —— —-; n= — [п | h—(m—h — p . (6.130 
Пусть п и M стремятся к бесконечности: 
lim pe, == 1 при 0: 
dota У (6.131) 
lim p , — 0 при ў «0. 
Таким образом, безошибочная передача достигается B пределе при 
п= оо для 1<0. Используя соотношение 


п = log, 2^ K ~ hlog =, mh, (6.132) 


можно преобразовать условие m« s следующее условие, справед- 
ливое для постоянного значения й: | 


PIP; >42. (6.133) 


Отношение Р/Рлд;, большее чем 41п 2, обеспечивает безошибоч- 
ную передачу для бесконечно больших т и п и ограниченного h; 
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вероятность ошибки равна l, если Р/Рл; меньше 41п 2. Предель- 
ная функция lim pm, к для т--оо, r—-oo показана на рис. 6.8 и 6.9. 
Этот предел одинаков для биортогональных кодов (й=1) и ком- 
бинационных кодов A751. Следовательно, комбинационные коды 
являются предпочтительными только с точки зрения функций или 
требуемой полосы, так как увеличение числа функций пропорцио- 
нально 2” для биортогонального кода, но пропорционально только 
2"n/^h для комбинационного кода. 

Пусть при стремлении т и п к бесконечности Å не остается TO- 
стоянной, а увеличивается пропорционально тх, 0<0<1. Условие 
mh (6.132) остается справедливым для больших тт. Тогда yeu 
вие 1 «O0 дает вместо (6.133) следующее условие: 


1 
PIP 4 n2; в = т; О<а<1. (6.134) 


Безошибочная передача возможна, если q«l. | 
Рассмотрим теперь, насколько применим предел Шеннона для 
пропускной способности в форме (6.54) к троичным комбинацион- 


ным кодам. Средняя мощность шума Paf должна быть заменена · 
B (6.130) на Pm, т. Отсюда 


n 
Р;=Р, p=nP, r= LP, т. (6.135) 


m 


Условие 7<0 превращается B условие 


Е 1) 1/ 2 А (6.136 


Используя аппроксимацию n-log;2(7) exhloga—., mh в левой 


части и производя перестановку членов, получаем: 


т 
5 nm P 
n< ое: EUIS T 


4102 1 т E 
In mh — 9 In (logs s 


т. Г 
Выражение в скобках становится равным l, когда т становится 
бесконечным, a й остается конечной; для h=m%, 0<а<1| оно ста- 
новится равным (1—0) /(1-а). 

Информация, передаваемая безошибочно за единицу времени, 
равна n/T, так как п есть информация, приходящаяся на каждый 
символ, передаваемый в течение интервала ортогональности дли- 
тельностью T: 


(6.137) 


т 1 Р 


о то Рав" й = const; (6.138) 
С Р-р ат ei e Sent On ОИН, 


n 
T reia ОАР 
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Если пропускная способность получается в битах на единицу вре- 
мени, то в (6.54) должен быть использован логарифм по основа- 
нию 2: | 
1 Р Р 
Ca 10 (вір су т toco 
27 &( T Fm, т) 9T hr9 I Pm, T 


«1. (6.140) 


Правая часть (6.140) в два или в 2(l--a)/(1—2a) раз больше, чем 
правая часть (6.138) и (6.139). Следовательно, при малых отно- 
шениях сигнал/шум троичный комбинационный код с Á—const no- 
зволяет безошибочно передать в два раза меньше информации, 
чем это определяет предел Шеннона. | 

Физический смысл условия P/P, rK] очевиден; коэффициенты 
троичного кода имеют только значения +1, 0, —1. Увеличение 
среднего отношения сигнал/шум Р/Р, т, когда достигнута нулевая 
вероятность ошибки, бессмысленно. Отношение сигнал/шум Р/Р, т 
имеет смысл увеличивать только, если коэффициенты принимают 
большее количество значений, чем три: +1, 0, — 1. Троичные KOM-- 
бинационные коды должны быть заменены кодами более высокого 
порядка. 

Более детальное исследование троичных комбинационных ко- 
дов проведено Kacaxow [2]. 


6.3.5. Комбинационные коды порядка 2r--1 


Пусть символы F, (0) образованы т-ортогональными функ- 
циями [(j, 0), —1/2<0=<1/2, умноженными на коэффициенты 
ау (j). Эти коэффициенты могут принимать 2+1 значений, а не 3, 
как в случае троичных кодов. В общем может быть получено (1-+ 
+27)" символов. Разложим (1--2r)" в биномиальный ряд: 


a +29" =1+ 2r (т) + corer pe. ey 
(6.141) 


(2r)^ u — число символов B коде, содержащих h из т функций 


[(j, 0). Это значит, что й коэффициентов ax (j) не равны нулю; 
т 

X изменяется от 1 до (27) " = . Эти символы образуют комбина- 

ционный код порядка 27+1. Пусть все эти символы передаются с 


одинаковой вероятностью. Количество информации на символ в 
битах равно | 


п = log, (27) [; S lon m3» В. 06.142) 


Каждый из h коэффициентов a4(j)250 может принимать 27 
значений. Они обозначены Qp, p— +1... +r. Вероятность того, что 
коэффициент а, (j) примет значение ар, обозначим p(o). Пусть 
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p(p) не зависит от j. Средняя мощность сигналов }(ј, 0) равна P;: 
+r : T[2-— +r 
P= Урф- | Pa 9at— Y o, 
E. 


p——r —T/2 р=—г 
У р(о) = 1. | (6.143) 


Средняя мощность символов, составленных из й функций ЕСТ, Ө), 
равна Р: 
P — hP;. (6.144) 


Сделаем следующие допущения: 
а) вероятность того, что коэффициент а, (j) примет значение 
а, , не зависит от p: р(р) = 1/27; 
б) разность |ар —@р | не зависит от р |а —@р «| = 00. Это yc- 
ловие выполняется, если др кратно Qo: 
а, = p ds, ЕЕ ЕЕ 


Средняя мощность P; функции /(ј, 0) может быть получена из 
(6.143) и (6.144): 


р=—г 


А г 
(r4- 1) (2+1) 
Р; = y, p? 22/97 = ( а/г) у р = c aio Руһ, (6.145) 
+0 


a? = 6PJh (r + 1) (2r + 1). 


Пусть передается символ Fy (0). Ha приемной стороне взаим- 
ная корреляция с функциями f(j 0) дает коэффициенты ay (j) 
Наложение аддитивного теплового шума преобразует эти коэф- 
фициенты в G(j). Они имеют гауссово распределение со средними 
значениями |о| ао, — |0 | или 0; |р|=1,..., г. Эти коэффициенты 
обозначим через a(*9(j), aC9(j) и aO(j): 

а E 

UT EE — UA С 

(6.146) 

VAGUE No ooo 

Ne 7 Оа 
Дисперсия этих распределений получается по аналогии с (6.117): 

gig yai (ОЕ ВР op 

= h(r + 1) (2r + ПР, ,/65P = h(r + 1) (2r + 1) PAJOnP; (6.147) 

h — число ненулевых коэффициентов; п=1052(2г)* P — KOJIH- 
чество информации, приходящееся на символ, B AB. ед., если все 
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символы передаются с равной вероятностью; 2r — число ненуле- 
вых значений, которые могут принимать коэффициенты а» (Í); 
Pn, r — средняя мощность п ортогональных компонент теплового 
шума на интервале ортогональности длительностью T; Р=һћо% (7+ 
+1) (27-1) /6 — средняя мощность сигнала; Af—n/2T; Pap — сред- 
няя мощность теплового шума в полосе частот Af. 


Символы комбинационных кодов порядка выше третьего пере- 
даются не с одинаковой энергией. Можно определить наименьшую 
энергию AWy для обнаружения сигнала согласно (5.24). Это озна- 


R m 
чает, что надо вычислить (2r) р | CYMM: 


т—1 
S = У [0() —0,(0]° (6.148) 


j—0 


и определить наименьшую из них. Если Sy не является наимень- 
шей для |p— x, где y означает переданный символ Fy (0), то появ- 
ляется ошибка. 


Наименьшее значение Sy получается, если складывается A Han- 
меньших членов [a(j)—aw(j)]; h членов, для которых a(j) равно 
а, (1)==0 при отсутствии теплового шума, будут Å наименьшими 

gq членами при наличии аддитивного 
теплового шума, если выполняются 
следующие условия (см. рис. 6.10): 

1. Ни один из А коэффициентов 

ato) = ato (7) /ао И —Qq(-0 = 


среднего значения |а /%| = |o] 
больше, чем ют любого другого 
среднего значения |р'|=1, ..., f, 
560; 

2. Ни один из й коэффициентов 
а) и —a(-9? не отличается от лю- 
бого из значений 1, ..., г болыше, 
чем абсолютное значение одного из 
m—h коэффициентов a, Выполне- 
ние этого условия необходимо, толь- 

еа 2 ко если выполнено условие 1. 
EAE SU. ULP ти Эти два условия для троичных 
Рис. 610. Плотности вероятности комбинащионных кодов равносиль- 


а. овиям (6.119) м (6.120). Вы- 
и a(t”), Заштрихованные площадки НЫ условиям (6.119) (6.120). 
указывают ошибки 


раздо более затруднительно. Здесь 
результаты будут приведены без доказательства. 

Пусть ри! означает вероятность ошибки из-за теплового 
шума для комбинационного кода порядка 274-1, использующего h 
из m функций. Для больших значений т, h, ги малых o*: 


248 


—aQC9(i)/ag не отличается от своего + 


числение вероятности ошибки го- 


4 № 


mo hak ToN; о? e hr*P, /ЗпР «1 


п = log, (2r)* в ~ log, (rmjh)h. (5:149) 
можно получить следующую формулу: 
puri eese ee bee 
uz 77190 — p T > in(m—h)h— SaR . (6.150) 


Пусть количество информации на один символ п бесконечно рас- 
тет: 

lim р) = 1, q 2 0, nı — любое число; 

n— со 3 


6.151 
lim por = 0, m 0, т 0. и 


Случай 1›<0, :2>0 невозможен, так как справедливо 
| ЗР F ЗР 


Член во второй скобке равен nı. Из 7:2>0 следует, что N2 должно 
быть больше 0. Следовательно, qo дает вероятность ошибки 1 
при п> со. Переписав ms получим следующее условие для безоши- 
бочной передачи: 


PIP; > Lp In (т — h)h. (6.153) 


Подставляя n из (6.149), получаем 
? In 2]n (m — h) d 
In (rm/Rh) 
Рассмотрим, насколько можно приблизиться к пределу Шен- 
нона в форме (6.54) при использовании комбинационных кодов ` 
порядка 27-1. Средняя мощность шума Pa; B ф-ле (6.150) для ma 
должна быть заменена на 


n 
PI M CMT Е: 


т 


РР, zm ——r (6.154) 


т Г" 

Из (6.151) можно получить 
lim pt = 0 при Р/Р, p> 2 7211(т — В). (6.155) 
R— со у A m 

Используя соотношение 


SL DR. ^ (6.156) 
т 
которое следует из (6.149) для r1, из (6.155) можно получить 
h | am? P 
— ——————— |, .157 
esr lods [rinm —5 Рт) peu 
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Надо так выбрать #=й(т), чтобы правая часть этого неравен- 
ства для определенного значения т и фиксированного отношения 
Р/Р. т стала максимальной. Выражение слишком сложно, чтобы 
находить максимум путем дифференцирования. Можно видеть, од- 
нако, что коэффициент й перед логарифмом должен быть как мож- 
но большим. Если й станет очень большим, то член в скобках CTA- 
нет меньше единицы. Это выражение с увеличением M становится 
произвольно малым. Следовательно, А выбирается так, чтобы вы- 
полнялось условие 


3m? 
= c cre CE .15 
VIC LA K — const (6.158) 


Это наводит на мысль, что й надо взять равным 


= miy Tn m. (6.159) 
Из (6.157) следует 


т 1 
ng ES ТЕ logs (КР. т): (6.160) 
Количество информации n/T, передаваемое за единицу времени, 
становится равным 


n m 1 

Эта формула для больших значений Р/Рит отличается от 
предела Шеннона (6.54) только коэффициентом (1пт)-13. Это He- 
большое различие, вероятно, объясняется выбором равномерного 
распределения для p(p), a не гауссова распределения. Физический 
смысл условия P/Pm, r> K понятен. В (6.149) предполагалось, что 
r> 1; наличие большого количества значений коэффициентов a; (j) 
позволяет безошибочно передавать информацию только при усло- 
вии большого отношения сигнал/шум. 
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B издательстве «Связь» 
в ближайшее время выходят книги: 


Смирнов В. А. Приближенные методы расчета 
помехоустойчивости и искажений в системах переда- 
чи информации. 


Описываются приближенные методы расчета поме- 
хоустойчивости и искажений в системах связи, поз- 
воляющие значительно упростить расчеты и обеспе: 
чить достаточную точность. Могут быть оценены шумы 
на выходе приемников при любых видах модуляции 
и пороговые значения отношения сигнал/шум на вхо- 
де приемников. 

Книга может быть полезна научным работникам, 
инженерам и студентам радиотехнических факуль- 
тетов. 


Стиффлер Д. Д. Теория синхронной связи (Ѕ ег J. J. 
Theory of Synchronous communications) Нью-Джерси, 
1971, пер. c англ. 


Книга Стиффлера является пока единственной в 
мировой литературе монографией, в которой система- 
тизирована и ясно изложена современная теория син- 
хронизации систем связи. : 

Теория синхронизации излагается на основе тео- 
рии решений. Рассматривается синхронизация C по- 
мощью отдельного канала, а также непосредственно 
по последовательности сигналов, несущих информа- 
цию. | 

Книга рассчитана на научных работников, инже- 
неров, аспирантов и студентов старших курсов, специ- 
ализирующихся в области передачи информации, вы- 
числительной техники и кибернетики. 
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Тихомиров Д. Л. Эффективность связи и неин- 
формационные параметры сигналов. 

Исследуются возможности повышения эффектив- 
ности синхронных систем связи путем использования 
адаптивных устройств измерения неинформационных 


парамстров: устройств генерирования несущей, TAK- 


товой и цикловой частот, прогнозирующих систем кон- 
троля ‘линий связи. Рассматриваются возможности 
увеличения интенсивности обмена информацией, в се- 
тях без увеличения их емкостей, теоретические и pea- 
лизационные основы адаптации при измерениях неин- 
формационных параметров сигналов и прогнозирова- 
ние состояния линий связи. Приводятся рекомендации 
по применению исследуемых устройств и систем на 
различных телефонных и телеграфных каналах связи. 
Книга рассчитана на научных и инженерно-техни- 
ческих работников, занимающихся проектированием 
аппаратуры трактов и сетей передачи данных. 


Фазовая синхронизация. Под ред. В. В. Шахгиль- 
дяна и Л. Н. Белюстиной. | 


Книга посвящена актуальным вопросам систем фа- 
зовой синхронизации. Исследуются статистические и 
динамические свойства различных модификаций не- 
линейных систем фазовой синхронизации, даются ре- 
комендации по проектированию таких систем. 

Қнига предназначена для научных работников, а 
также для инженеров, аспирантов и студентов, инте- 
ресующихся вопросами систем фазовой синхрониза- 
нии. 


Артым А. Д., Трифонов С. В. Частотные. мето- 
ды анализа и синтеза систем ФАП. 


Книга посвящена разработке методики проектиро- 
вания фазовой автоподстройки частоты (ФАП), позво- 
ляющей предельно использовать возможность ФАП с 


270 


VET wa 


^. 


| 


учетом ee специфики. Рассматривается принцип дей- 
ствия ФАП и возможности ее использования в каче- 


стве фильтра. Выводятся уравнения, характеризующие 
передаточные и фильтрующие свойства ФАП, на осно- 
ве теорем Боде определяются оптимальные частотные 
характеристики ФАП, обеспечивающие предельную 
степень подавления помех. 

Описываются важнейшие элементы ФАП и неко- 
торые области ее применения. 

Книга предназначена для инженерно-технических ` 
работников, занимающихся разработкой систем связи. 


Коржик B. И., Финк Л. M. Помехоустойчивое 
кодирование дискретных сообщений в каналах со слу- 
чайной структурой. 


Книга посвящена проблемам, возникающим при 
передаче дискретных сообщений по каналам со слу- 


чайной структурой (радиоканалы с тропосферным рас- 


сеянием или ионосферным отражением радиоволн и. 


др.); сопряжению процедур демодуляции и декодиро- 
вания, оптимизации структур, применяемых сигналов. 
и кодов. Получены нижние и верхние границы веро- 
ятностей ошибок, в том числе для систем с обратной 
связью. Сформулированы нерешенные актуальные 
проблемы, которые могут служить предметом даль- 
нейших исследований. 

Книга рассчитана на научных работников и аспи- 
рантов, занимающихся вопросами передачи сообще- 
ний, а также на разработчиков систем передачи дан- 
ных. 


Нудельман IL Я. Полиномиальные синтезато- 
ры частотных и временных характеристик. 


Излагаются вопросы теории полиномиальных син- 
тезаторов характеристик — параметрических четырех- 
полюсников, коэффициент передачи которых является 
суммои так называемых базисных функций с перемен- 
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ными коэффициентами. Решается проблема выбора 
базисных функций. Рассматривается поиск возможно- 


стей построения базисных функций на безындуктив- 
ных элементах для микроминиатюризации схем CHH- 


тезаторов. Книга написана с учетом последних дости- 
жений в данной области. 

Книга предназначена для научных работников, 
занимающихся исследованиями в области коррекции 
каналов связи, симметрирования кабелей вокодерной 
техники, радиолокации. 


Нейман В. И. Структуры систем распределения 
информации. 

В книге излагаются основы структурного синтеза 
систем коммутации, широко применяющихся при pac- 
пределении информации в узлах связи, в вычисли- 
тельных контрольно-измерительных комплексах. Опи- 
сываются методы оптимального синтеза структур раз 
личных систем коммутации. Рассматриваются процес- 
сы управления систем коммутации. 

Книга предназначена для научных работников, ин- 
женеров, специализирующихся B облаети электросвязи 


и распределения информации, а также для студентов 


и аспирантов. 
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